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Englisch-französische Titelerläuterungen der in Band XVII, Heft 3 
der „ZAMM“ (1938) veröffentlichten Hauptaufsätze. 


W. Tollmien in Dresden. 


On the indeterminateness of the momentum of an Infinite Auid. The favourite hydrodynamical conception 
of an infinite mass of fluid may lead sometimes to nonsensical consequences. As an example the author 
discusses the caleulation of the resistance of a body executing an accelerated motion in an ideal fluid at 
rest at infinity. This resistance cannot be calculated as derivative of the momentum of the infinite fluid, 
because this momentum, and its derivative, may take arbitrary values according to the manner in 
which we pass, from a fluid econtained in a finite vessel, to the limit of an infinite fluid. 


Sur l’indötermination de la quantit6 de mouvoement d’un Alulde Infini. La notion de „fluide infini*, si commode 
en Hydrodynamique, doit pourtant &tre employ6e avec pr&caution de erainte de se heurter ä des cons&- 
quences paradoxales. C’est ce que l’auteur fait voir sur l’exemple du calcul de la resistance &prouv6e par 
un corps qui ex6eute un mouvement acc6lere dans un fluide idsal en repos & Vinfini. En effet, cette 
rösistance ne peut pas &tre calcul&e en prenant la derivse de la quantit& de mouvement du fluide infini, 
car cette quantite, et sa derivse, peuvent prendre des valeurs quelconques si l’on fait convenablement le 
passage & la limite d’un fluide renferm6 dans un vase fini au fluide infini, 


A. Franke in Berlin. 


Siightiy curvod surfaces gliding in water under any angle of incidence. Let a thin plate be plunged into 
deep water in uniform motion. Appropriate simplifications allow the flow along the plate, and the free 
surface of the water to be found by conformal mapping. This method, already used for plane plates, 
is extended to slightly curved ones, and the forces acting on the plate are calculated. 


La r6action de l’ecs sur une surface lögörement courbse y glissant sous un angle d’incidence quelconque. 
Consid6rons une plaque mince plongeant dans un liquide pesant trös profond en mouvement uniforme. 
Avec des simplifications permissibles, on peut determiner la forme de la surface libre du liquide et 
l’&coulement, le long de la plaque par une reprösentation conforme, Cette ıhöthode, d6jä en usage pour 
une plaque plane, est &tendue aux plaques l&görement courb&es. On calcule les forces agissant sur la plaque. 


G. Eilenberger in Berlin. 


Air forces on a plane wing with alleron caused by non-stationary motion and by vertical air currents. 
By application of known methods and formulae the caleulation of the air forces is reduced to the 
integration of a funetion containing the data relative to the motion of the airfoil and of the air. ; 

La röaction de l’air sur une cile plane avec alleron dans les cas du mouvement non-stationneire et de 
courants d’air verticaux. En appliquant des möthodes et des formules connues on r&duit le probl&öme & 
une quadrature, la fonction sous l’int6grale contenant les donnödes caractöristiques des mouvements de 
l’a&roplan et de V’air. 


A. Erdeölyi in Brünn. 


On the characteristic frequencies of strings of variable density. Upper and lower bounds for the charaeteristie 
frequencies. Numerical examples show that in important cases the asymptotic formulae for the 
characteristie frequencies yield a sufficient approximation even for the lowest tone. 


Sur les fröquences propres des <ordes de densit6 variable. L’auteur deduit des bornes superieures et 
införieures des fr&öquences propres et fait voir sur des exemples qu’en des cas importants l’expression 
asymptotique des fröquences fournit une approximation suffisante m&öme pour le ton le plus bas. 


Th. Pöschl und L. Collatz in Karlsruhe. 


Formulae and nomogrems for the characteristic frequendes of homogenous machines with additional 
rotating masses. The equations of motion of a homogeneous osecillating system with one or two additional 
masses are solved by trigonometrical formulae which readily admit of a nomographical representation. 
By means of a projective transformation the nomogram is arranged in two parallel strips, the characteristic 
trequeneies being read oft by means of a diagram consisting of two straight lines. 


Formules et abaques pour les fröquences propres des machines homogönes munies de masses addition- 
nelles. Les &quations du monvement d’un systöme oseillatoire homogtne avec une ou deux masses 
additionnelles sont r6solues par des formules trigonomötriques susceptibles d’une interpr6tation nomo- 
graphique simple. Une homographie permet de placer l’abaque & l’intörieur de deux bandes parallöles; 
la leeture des fröquences propres se fait au moyen d’une ligne brisde composde de deux demi-droites. 
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HAUPTAUFSÄTZE 


Über die Unbestimmtheit des Strömungsimpulses in einer 
unendlich ausgedehnten Flüssigkeit. 


Von W. Tollmien in Dresden. 
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung, Göttingen.) 


ine beliebte Hilfsvorstellung der theoretischen Hydrodynamik ist die unendlich ausgedehnte 


Flüssigkeit. Häufig haben ja die äußeren Begrenzungen der Flüssigkeit — etwa der 
Erdboden, irgendwelche Wände oder freie Strahlgrenzen — von den umströmten Körpern 


Entfernungen, die sehr groß im Verhältnis zu den Längenabmessungen der Körper sind. Dann 
nimmt man den Einfluß der äußeren Flüssigkeitsgrenzen auf die Strömung um die Körper als 
vernachlässigbar klein an und kommt so durch vollständige Entfernung der äußeren Flüssig- 
keitsgrenzen zu dem Bild der unendlich ausgedehnten Flüssigkeit. Gelegentlich kann jedoch 
diese Abstraktion zu paradoxen Folgerungen führen und muß demnach mit Vorsicht angewandt 
werden. Dies soll an einem sinnfälligen Beispiel gezeigt werden. 

Auf dies Beispiel wird man bei der Frage nach dem Widerstand eines Körpers bei 
Beschleunigung in einer idealen, wirbelfreien Strömung r geführt. Im Unterschied zur stationären 
Potentialströmung übt die nichtstationäre Potentialströmung durchaus eine Kraftwirkung auf 
den umströmten Körper aus. Um eine bestimmte Vorstellung zu haben, nehmen wir an, daß 
ein Körper in einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeit, die im Unendlichen ruht, in eine 
beschleunigte Translation versetzt wird. Zu dem Widerstand, den die eigene träge Masse 
des Körpers der Beschleunigung entgegensetzt, tritt noch ein Flüssigkeitswiderstand, den man 
dureh Hinzufügen einer „scheinbaren Masse“ zu der Masse des Körpers in Rechnung setzen 
kann. Diesen "Flüssigkeitswiderstand kann man aus den Drucken auf die Körperoberfläche 
ermitteln, wobei die Drucke nach der Bernoullischen Gleichung für niehtstationäre Poten- 
tialströmungen anzusetzen sind. 


Oft hört und liest man aber eine andere Begründung für diesen Widerstand. Da die: 


Potentialströmung der Flüssigkeit sich infolge der beschleunigten Bewegung des Körpers 
ändert, wird sich die Bewegungsgröße der Flüssigkeit auch ändern. Diese zeitliche Änderung 
des Impulses der Flüssigkeit soll nun den Widerstand der Potentialströmung gegen die Körper- 
bewegung hervorrufen im Unterschied zu dem stationären Fall, wo es einen solchen Wider- 
stand nicht gibt. 
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Im folgenden soll gezeigt werden, daß diese Überlegung nicht einwandfrei ist, da die 
segriffsbildung des Impulses der unendlich ausgedehnten Flüssigkeit in dem angeführten 
Falle sinnlos ist. Es wird sich nämlich herausstellen, daß dem Impuls der Flüssigkeit ganz 
verschiedene endliche Werte zugeschrieben werden können, je nachdem wie man den Grenz- 
übergang zur unendlich ausgedehnten Flüssigkeit vollzieht. 

Die Dichte der inkompressiblen Flüssigkeit sei o, das Geschwindigkeitspotential sei y, 
so daß die Geschwindigkeit in der «-Richtung : z ist. Das Volumenelement sei dr, der von 


der Flüssigkeit erfüllte Raum sei I. Dann ist der Impuls der Flüssigkeit in der «-Richtung 


Ks ıst leicht einzusehen und ist auch bereits in dem Lehrbuch von H. Lamb') zu lesen, daß 
man bei der Berechnung von I nach dieser Formel auf uneigentliche Integrale stößt, falls 
die Potentialströmung durch die Translation eines Körpers in einer unendlich ausgedehnten 
lüssigkeit erzeugt wird, die im Unendlichen ruht. Damit ist aber noch nicht gesagt, daß 
man nicht durch geeignete Grenzübergänge den uneigentlichen Integralen eindeutig bestimmte 
Werte zuordnen könnte. Im folgenden soll gerade nachgewiesen werden, daß man ganz 
verschiedene Werte für I bekommt, je nach der Art des Grenzüberganges. 

Die Potentialströmung werde durch einen besonders einfachen Körper, nämlich eine 
Kugel, erzeugt. Dieser Sonderfall wird bereits die wesentlichen Verhältnisse zeigen. Der 
Radius der Kugel sei a, die augenblickliche Geschwindigkeit der Kugel sei « und parallel 
der «w-Achse, = durch den Kugelmittelpunkt geht. Dann ist das Potential der Strömung 


um «die Kugel in der unendlich ausgedehnten Flüssigkeit, die im Unendlichen ruht. 
| 
(=). 


ist der Abstand des jeweils betrachteten Punktes vom Kugelmittelpunkt. 

Wir führen Kugelkoordinaten ein, neben r also den Winkel d, so daß z==rcos# ist, 
und den Winkel ®, so daß die beiden anderen kartesischen Koordinaten y=rsindcoso 
und z=rsin®sino sind. Ö geht dabei von OÖ bis z, » von OÖ bis 2.7, während r in der 
"lüssigkeit von a bis geht. Das Volumelement wird in Kugelkoordinaten 
während 


Iy 1) . . . . . . . . . . . (3) 
ist. Daher wird nach (1) 
— \ (3 —1)sınd dd (4). 
va 


Damit sind wir, entsprechend der Bemerkung von Lamb, auf ein uneigentliches Integral 
eekommen. Würde man bedenkenlos weiterreehnen, so würde man für / einen unbestimmten 
Ausdruck der Form 0-0 erhalten, da 


\ (3 cos? 
da 


ist. 

Wir versuchen nun einen bestimmten Ausdruck für 7 zu erhalten, indem wir den un- 
endlichen Raum durch Grenzübergang aus einem endlichen entstehen lassen. Zunächst nehmen 
wir an, daß die Flüssigkeit nach außen hin durch eine Kugel mit einem Radius AR begrenzt 
sei. Bezeichnen wir diese Kugellläche mit X, während wir die Oberfläche des umströmten 
Kugelkörpes 9 nennen. Dann ist nach dem Gaußschen Integralsatz das über den Raum 2 
zwischen den beiden Kugeltlächen erstreckte Integral 


ı), HH. Lamb: Iydrodynamies, Cambridge University Press, übersetzt von E. Helly: Lehrbuch der Hydrody- 


namik, Leipzig 1931, 119, Anmerkung ?. 
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df bezeichnet das ungerichtete Flächenelement, », ist die «-Komponente der Einheitsnormale 


auf den begrenzenden Flächen. Diese Normalen sind dabei ins Innere des Raumes 2 gerichtet, 
so daß auf der Körperkugel n,.=cosd, auf der äußeren Kugel n.==—cos# ist. Da das 


Flächenelement von O gleich a’sind dd do, das von K gleich R’sinddd de ist, so wird I 
in diesem Falle nach dem Gaußschen Integralsatz (7) 


an 


0 N. d f N. d f - \ \ cos’ sın d d 


(9). 


\ \ cos’ dsnd 


Da R sowieso in dem Ergebnis /=0 nicht mehr auftritt, so braucht ein Grenzübergang zu 
R=x gar nicht mehr gemacht zu werden. 


Kin ganz anderes Ergebnis erhält man aber, wenn man zunächst die Flüssigkeit nach 
außen hin durch eine Kreiszylinderfläche Z begrenzt denkt. Die Zylinderachse falle mit der 
x-Achse zusammen und habe die Länge 2h, wobei die Endflächen des Zylinders vom Kugel- 
mittelpunkt den Abstand + h und — gemessen auf der «Achse, vom Mittelpunkt der um- 
strömten Kugel haben. Der Zylinderradius sei db. Nach der Gaußschen Integralformel wird 
in diesem Falle 

I—=- o\\y n„.df o\\gy n.„.df 
Z 
Auf dem Zylindermantel ist n,.=0, auf der Endfläche, welche die positive «-Achse bei w=.h 
schneidet, ist ».=— 1, auf der anderen Endfläche ist #—= - h und »n.„=1. Zur Berechnung 
des zweiten Integrals in (9) führen wir Zylinderkoordinaten r,, @, « ein, wobei r, der senk- 
rechte Abstand von der Zylinderachse ist, während & und x die früheren Bedeutungen haben. 
Für == + h wird die Entfernung vom Kugelmittelpunkt 


r=yh’+r? 
Nach (2) wird daher für «= h 
für 


Das Flächenelement auf den Zylinderflächen wird 


Also wird 


o\\on.„df ’"’dwdr, 
2 
l+;; 
Da (vgl. (S)) 
IR 
o\ \ > \ \ cos’ dw = ou 
ist, erhält man schließlich 
| 2 
I=2rowua? = (13). 
zur N 
\ 


N 
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In diesem Ausdruck müssen wir b, den Zylinderradius, und 2A, die Zylinderlänge, nach 


gehen lassen. Der Ausdruck (13) hängt nur von dem Verhältnis — ab. Nehmen wir den 


h 

Grenzübergang (b>»x,h>x) so vor, daß 7, einem festen Wert zwischen O0 und © zustrebt, 
so kann / in der Grenze alle Werte aus dem folgenden Bereich annehmen: 

Ir 

Den früher in (5) errechneten Wert /=0 würde man für ar erhalten. Dagegen erhält 

man den ausgezeichneten Wert „ oua für >». Dies ist gerade der Wert des so- 


genannten Kelvinschen Impulses 


aus dessen zeitlicher Änderung die dureh die nichtstationäre Potentialströmung hervorgerufene 

Kraft zu berechnen ist?). 

Ks ist also dargetan, daß der Impuls einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeit in dem 
betrachteten Fall vollkommen unbestimmt ist. Diese Unbestimmtheit kann nicht dureh irgend- 
einen Grenzübergang von endlichen Räumen zum unendlichen Raum aufgehoben werden, da 
der Grenzwert des Impulses von der Art der verschiedenen gleichberechtigten Grenzübergänge 
abhängt. Da das Potential bei Translation eines beliebigen Körpers sich in großen Ent- 
fernunzen ebenso wie bei Translation einer Kugel verhält, ist die Unbestimmtheit des Im- 
pulses für alle derartigen Strömungen nachgewiesen. 

/u dem Beweis ist noch folgende Bemerkung zu machen, um einen möglichen Irrtum 
zu verhüten. Die Unbestimmtheit des Impulses ist nach den an die Formeln (7) bzw. (9) an- 
geknüpften Rechnungen dadurch bedingt, daß das Integral mit dem Integranden yn,, das 
über die äußere Grenzfläche der Flüssigkeit erstreckt ist, von der Wahl dieser Integrations- 
fläche beim Grenzübergang abhängig bleibt. Man könnte vielleicht vermuten, daß für die 
Unbestimmtheit dieses Integrals (und damit auch des Impulses) es genügen würde, daß der 


Integrand g n, für große r sich wie „3 verhält, während die Integrationsfläche ja mit r? wächst. 
Daß dies nicht hinreichend ist, kann man etwa an dem Integral 


erkennen, WO Ryx,%,,n. die Komponenten der nach innen gerichteten Einheitsnormale der 
Integrationsfläche sind. Dies Integral hat für beliebige Integrationsflächen, sobald sie nur den 
Punkt #0 umschließen, ein und denselben Wert, nämlich — 4, obwohl sich der Integrand 


wie verhält ?). 


Die nachgewiesene Unbestimmtheit erinnert an eine ähnliche aus der Theorie des Newton- 
schen Potentials. Die Gravitationskräfte in einer gleichmäßig dichten Flüssigkeit, die den unend- 
liehen Raum erfüllt, werden ebenfalls ganz unbestimmt, da sie davon abhängig bleiben, in welcher 
Weise man von endliehen Räumen zum unendlichen Raum übergeht?). Dies Paradoxon hat 
eine wichtige Rolle in der Geschichte des kosmologischen Problems gespielt. Schließlich sei 
auch auf eine eigentümliche Unbestimmtheit des Impulsstromes der stationären Strömung 
hingewiesen, die sieh in der Tragflügeltheorie ebenfalls aus der Vorstellung der unendlich 
ausgedehnten Flüssigkeit ergeben hat’). Es handelt sich dabei um eine Wirbelströmung, bei 
der das Ergebnis der Impulsreehnung wesentlich von der Art des Grenzüberganges zum un- 
endlichen Raum abhängt. 135 

?®) Vgl. etwa IH. Lamb |]. e., 119 ff. Man kann sieh die angeführte Tatsache auch leicht selbst unter Benutzung 
der Bernoullisechen Druckgleiehung für niehtstationäre Potentialströmungen ableiten. 

3) Anmerkung bei der Korrektur: Nachträglich ist mir ein kurzer Hinweis auf die Unbestimmtheit des Impulses 
in A Treatise on Hydromechanies Part II Hydrodynamies By A. S. Ramsay, London 1935: Chpt. VIII, 8, 22, p. 188 zu 
Gesicht gekommen, Es wird darin aber das oben als unzureichend erkannte Argument benutzt. 

ı) Vgl. H. Seeliger: Astronom. Nachrichten 137 (1895), S. 129; Sitzgsber. d. Math.-nhys. Klasse d. K. Barr. 
Akademie d. Wissenseh. zu München, Bd. XXVI (1896), S. 373. 

5) L,. Prandt]: Tragflügeltheorie II. Mitteilung, Abschnitt 15; Nachriehten der K. Gesellsch, d. Wissensch. zu 
Göttingen, Mathem.-physik. Klasse 1019, S. 107, wieder abgedruckt in vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aero- 
dvnamik von L. Prandt]l und A. Betz, Göttingen 1927. 
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Das ebene Problem schwach gewölbter und beliebig 
angestellter Gleitflächen 
Von Alexander Franke in Berlin. 


1. Einleitung. Die Forderung nach höheren Geschwindigkeiten von Rennbooten und die 
Iintwicklung der Wasserflugzeuge gaben den Anlaß, Gleitvorgänge an Wasseroberflächen zu 
untersuchen. Versuche wurden angestellt, um möglichst günstige Bodenformen in bezug auf 
Widerstand und Seeigenschaften zu finden. Die schon bei den Rennbooten benutzte Form 
des Bodens, mit der von einer bestimmten Geschwindigkeit ab ein Gleiten auftrat, wurde 
später auch bei Flugzeugschwimmern und Flugbooten verwendet. 

Die theoretische Behandlung aller beim Gleiten auftretenden Vorgänge dürfte sehr 
schwer oder gar unmöglich sein. Indessen ist es zweckmäßig, die Gleitvorgänge durch Ideali- 
sierung einigermaßen zu erfassen. H. Wagner’) und A. E. Green’) untersuchten das ebene 
Problem des Gleitens einer geraden Platte unter Vernachlässigung der Anziehungskraft der 
Erde und der Reibung. Während aber Wagner die Platte nach der einen Seite bis ins 
Unendliche reichend annahm und seinen Rechnungen unendliche Wassertiefe zugrunde legte, 
verallgemeinerte Green das Problem dahin, daß er endliche Wassertiefe und endliche Platten- 
länge zuließ. 

In den folgenden Ausführungen wird unter denselben Voraussetzungen wie bei Wagner 
eine Methode zur Erfassung der Gleitverhältnisse an schwach gewölbten Platten entwickelt. 
Im Gegensatz zu Wagner und Green wird aber nieht die Abbildungsmethode von 
Schwarz-Christoffel verwendet, sondern ein Abbildungsverfahren benutzt, das sich an 
einen von Levi-Civita’) gegebenen Weg anlehnt. Bei diesem zuerst von Weinig?’) an- 
gewandten Verfahren wird die Strömung auf das Äußere eines Halbkreises abgebildet. 


2. Die Randbedingungen bei Vernachlässigung der Reibung und der Anziehungskraft der 
Erde. Längs einer ebenen Gleitfläche ist die Strömung beschleunigt, in der Nähe der Gleit- 
fläche also konvergent. Für eine solche Strömung kann sich die sich bildende Grenzschicht 
bekanntlich nicht ablösen. Da nun außerhalb der sehr dünnen Grenzschieht eine Potential- 
strömung vorhanden ist, kann man diese zur Berechnung der auf die Gleitfläche wirkenden 
Druckkräfte verwenden und die Reibung vernachlässigen. Von Einfluß ist die Reibung jedoch 
insofern, als die Gestalt der Gleitfläche jetzt durch die Gestalt der Begrenzung der Ver- 
drängungsschicht zu ersetzen ist, die durch die Wirkung der Reibungs-Grenzschieht bedingt 
ist. Der Unterschied zwischen der Gleitfläche in der wirklichen Strömung und derselben in 
der idealen Strömung ist aber so gering, daß er von untergeordneter Bedeutung ist. Sind 
die Gleitflächen schwach gewölbt, so dürfte der Einfluß der Reibung ebenfalls sehr gering 
und daher vernachlässigbar sein. 

Ausgeführte Gleitflächenversuche haben ergeben, daß die Spiegelerhebung y des Wassers 
über das Niveau in großer Entfernung von der Gleitfläche nur klein ist (Abb. 1). Ist wz die 


Abb. 1. Widerstandsfreie Strömung gegen schwach 
gewölbte Gleitflächen. 
Abb. 2. Abbildung der Strömung gegen die angestellte 
rerade Platte. 
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Geschwindigkeit der Strömung gegen die Gleitfläche im Unendlichen, so folgt aus der ent- 


sprechenden Geschwindigkeitshöhe 


Die Geschwindigkeit des Wassers an der An- und Abflußstelle der Gleitlläche ist dann nach 
der Bernoullischen Gleichung 


ı-4 1-4 H NW 
w weicht also von w, wenig ab, wenn y klein gegenüber /7 ıst. Für die freie Wasserober- 
gilt somit als anzenäherte Randbedingung 


Da die Strömung damit von y unabhängig ist, ist der Einfluß der Anziehungskraft der Erde 
vernachlässigbar. 


Werden die Gleitflächen angestellt, so spritzt ein Teil des Wassers durch die Stauung 
bedingt längs der Gleitfläche hoch, wird rasch abgebremst und fällt auf die anströmende 
Wasseroberfläche zurück. In den folgenden Untersuchungen wollen wir jedoch von dem Ein- 
luß der Reibung und der Schwere absehen und die Gl. (b) als die Randbedingung für die 
vesamte freie Oberfläche gelten lassen. 


3. Der Ansatz für die Potentialströmung. Im Unendlichen B vor der angestellten ebenen 
Platte ist die Strömung zunächst parallel, ihre Geschwindigkeit ww. (Abb. 2). Ihre Stromlinien 
werden dann allmählich aufgebogen. Eine Stromlinie trifft die Platte senkrecht im Staupunkt S, 
in dem die Geschwindigkeit null und ihre Richtung unbestimmt wird. Ein Teil des Wassers 
echt von der Verzweigung S nach der Vorderkante €, die im Unendlichen gedacht wird. Dort 
hat dann die abgezweigte Strommenge, der sogenannte Spritzer, entsprechend der Randbedin- 
enune (1) wieder die Geschwindigkeit ww. Der übrige Teil des Wassers geht nach der anderen 
Seite weiter. Dabei wird das Wasser längs der Gleitfläche beschleunigt, bis es im Abfluß- 
punkt A die Geschwindigkeit wz wieder erreicht hat. Im weiteren Verlauf bleibt dann die 
Geschwindigkeit absolut konstant »®., während sich ihre Riehtung allmählich der ursprüng- 
lichen Riehtunge nähert, also schließlich wieder = wird. 


Um die besprochene Strömung untersuchen zu können, denken wir sie uns auf die Strömung 
in einer Halbebene © &+in abgebildet, die durch eine Gerade und einen Halbkreis (r=1) 
berrenzt ist: die Werte E>1 bzw. E< — 1 mögen dem vorderen bzw. hinteren Teil der freien 
Oberfläche der z=-Ebene entsprechen. Der Punkt entspricht dem vorderen Plattenende. 
Er ist gleichzeitig das Bild des unendlich fernen Punktes des Spritzers, wenn wir uns die 
Gleitfläche nach vorn unendlich lang denken. Die im Spritzer abgeführte Strömungsmenge 
muß «daher in der Bildströmung in eine im Punkte © =—+1 liegende Senke wegfließen. Ist 
E die Spritzermenge, so hat die Senke in +1 der eigentliehen Bildströmung dieselbe 
Menge zu entnehmen. Für 1 stellt die Spritzerdieke dar. Da die Geschwindig- 
keit längs der freien Oberfläche, also für reelle (-Werte, konstant bleibt und nur zur Geschwin- 
diekeitsriehtung ein Beitrag geliefert wird, ist die Bildströmung nach dem Schwarzschen 
Spiegelungsprinzip ein Teil der Strömung gegen einen Kreiszylinder, der durch &=—+1 geht 
und dort eine Senke besitzt. Aus Symmetriegründen fließt die Menge 27 E von außen in 
diese Senke ab. Damit der Kreis zur Stromlinie wird, ist der Senke von innen ebenfalls die 


Menge 2r E zuzuführen, so daß ıhre Schluck fähigkeit mit Q = IE anzusetzen Ist. Für 
das komplexe Potential dieser Strömung gilt dann 
(2) 
Parallel- Doppelunelle Senke in (uelle in 
strömung -1;Q I7E Q=?2nE 
Die Staupunkte mögen außer in ö= 1, in und liegen. soll das 


Bild des Verzweigungspunktes S auf der Gleitfläche sein. Damit haben wir die Bildströmung 
in die untere Ö-Halbebene gelegt. 

Die Geschwindiekeit w(z) ist dann als Funktion von Z so anzusetzen, daß sie mit diesen 
dem Bereich der Bildströmung entnommenen Z-Werten den gegebenen Verhältnissen entspricht. 
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Ist 7 (z) das komplexe Potential der abzubildenden Strömung, so ist 
dyiz) 
(2): 
dz 


wobei iw den konjugierten Wert der Geschwindigkeit darstellt. Durch Logarithmieren finden 
wir dann 


dyiz) 
de 


Dabei bedeutet w dem Absolutwert der Geschwindigkeit und » ihren Neigungswinkel gegen 
die positive «-Richtung. 

Die Abbildungsfunktion z=f(Ö), die z(z) in y*(£) überführt, wird mit Hilfe der in der 
z-lbene vorgeschriebenen Randbedingungen und der an der Gleitfläche gegebenen Geschwindig- 
keitsverteilung gefunden. 


Aus folgt durch Differentiation nach dz 


dc 


Setzen wir jetzt die konjugierte Geschwindigkeit als Funktion von Z an und schreiben wir 
dafür w*(&), so lautet die Abbildungsfunktion 


Zur Bestimmung von Ww*({) haben wir zunächst gemäß Gl. (1) 


als Randbedingung für die freie Oberfläche der z-Ebene. Längs der ebenen Platte ist die 
Richtung der Geschwindigkeit jeweils konstant. Die Riehtung vom Staupunkt nach der Ab- 
ußkante unterscheidet sich jedoch von der vom Staupunkt nach dem Unendlichen gehenden 
um . Der Betrag der Geschwindigkeit längs der ebenen Platte hängt vom Abstand des 
jeweiligen Plattenpunktes von der Staustelle ab und ist in dieser selbst gleich null. Die 
Funktion, die diesen Eigenschaften und den Randbedingungen genügt und, wie ebenfalls noch 
verlangt werden muß, außerhalb des Bildkreises regulär ist, ist 


ID“ [pr 
- “st 
Denn nach (4) gilt 
(in 
| 
In 
2. für reelle £: 
—2: 


| 
3. für aJa>d; = e-i». 
| 


r, 
w= m 
(0): 
|» unbestimmt; 


Man erkennt sofort, daß durch den Anstellwinkel y der ebenen Platte der Staupunkt der 


Bildströmung durch die Beziehung y=% festgelegt ist. 


4 
! 
Pr 
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Ist die Gleitfläche gewölbt, so kann die Gl. (7) durch Zusatzglieder den neuen Be: 
dingungen angepaßt werden. Da die Geschwindigkeit längs der gewölbten Gleitfläche nun 
nicht mehr von der Anstellung allein, sondern auch noch von der Gestalt der Gleitfläche ab- 
hängt, gilt daher 


ID | 
H | 


wobei die .l, als reelle Größen vorausgesetzt werden. Dadurch wird erreicht, daß längs der 
[reien Oberfläche nur zur Geschwindigkeitsriehtung ein Betrag hinzugefügt wird und die Funk- 
tion außerhalb des Bildkreises auch weiterhin regulär bleibt. Längs der Gleitfläche dagegen 
wird der Geschwindigkeitsvektor dureh die Zusatzglieder nach Richtung und Betrag geändert. 
Die „1, müssen so gewählt werden, daß sie den an der Gleitfläche bestehenden Verhältnissen 
entsprechen. Durch den Ansatz (S) können also völlig beliebige Gleitflächen untersucht werden. 
Sind alle A„=0, so erhält man wieder die ebene Platte. Ist E=0, also ZH ={sı=1, so 
wird die gewölbte Gleitfläche spritzerfrei und damit widerstandsfrei angeströmt. 


4. Abbildungsfunktion und Eigenschaften schwach gewölbter Gleitflächen. In den folgenden 
Untersuchungen wollen wir uns auf den Fall kleiner A, und A, beschränken und alle A, (n > 2 
zu null annehmen. Wir sehen also von der Gestalt irgendwie gegebener Gleitflächen ab und 
untersuchen zunächst die Formen, die sich für kleine A, und A, ergeben. Hierfür wird 


— | (9). 
Ferner ıst 
dy 
Da der Verzweigungspunkt = dort liegt, wo FE; wird 
ir 
ost 
umel 
E—=4sın? 92. 
Setzen wir den Wert E: - ler ein, so erhalten wir 
ost 
dy“ 
(10). 


Da wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit mw = 1 setzen dürfen, nimmt die Beziehung (5) 


auf Grund der Gl. (9) und (10) die Gestalt 


Sr 
| —N1) 


an. Die Berechnung dieses Integrals erfolgt mit Hilfe der Partialbruchzerlegung und ergibt 


| 
B,=e”’tA, A, +2: A, 
| 


ws 
Dabei lauten die Konstanten: f 


B: IS, H ft . - 
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B,=2(1 —i4A, 
Die Integrationskonstante RB, wählt man zweekmäßig so, daß die Abflußkante A der 


Gleitläche in den Ursprung 2=0 zu liegen kommt. Mit {= £>1 und stellt (11) 
die Gleichung der Wasseroberfläche vor bzw. hinter der Gleitfläche dar. Für {= e-"O<Za=. 7) 


erhält man die Gestalt der Gleitlläche selbst, die wegen der vorausgesetzten Kleinheit der 


A, und A, jetzt schwach gewölbt ist. Am meisten interessiert die gegenseitige Lage der 
Abflußkante A und des Verzweigungspunktes S. Der zwischen ihnen liegende Gleitflächenteil 
ist der wesentlichste Teil der Gleitfläche. Die Verbindungsgerade AS heiße deshalb die Sehne 
des Gleitflächenprofils. Ihre Anstellung ist 


‚FR %+ 4, 4:9: (12) 
24 f, + A, 7? A, f. . . . . . ls 


Der Verlauf der Funktionen 


fu +cos# +1 (# —Ssın?, In sın 
E ( ( . . ) ( > fi . N ( . 
fi = „ sindd+2sın3d) -2sın a) (cos2U 2cos d) — Ssın? sın sin, 
„sind "+ sındd +sın3d) — „sin 29 —2sınd — n)(cos29 —2cos® 
S sin’, sin d In sın 
- 1) Ssin’z sın In sin Z 
9 — cos — cos3d9 +3 cos29+2cos# 1-+(9 - a) — 2sın 
( 
sd 
sin’ cosd In sın 


ist in Abb. 3 gegeben. 


j Abb. 3. Zur Anstellung der Profilsehne. 


Abb. 4. Gewölbtes Gleitflächenprofil. 
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Die Gestalt der schwach gewölbten Gleitflächenprofile ist im wesentlichen durch den 
Winkel 9 zwischen der Richtung des Abflußendes und der Sehne und dem Winkel zwischen 
der Richtung des Verzweigungspunktes und der Sehne festgelegt (Abb. 4). Diese Winkel können 
nit Hilfe der Beziehung (4) aus 


=) 
bestimmt werden. Für die Abflußkante (£ I) ergibt sich 
In — w*/ e-'”"— In[1+:(A4,— 4,)] Inr -i(9+P), 

r=yv1+1A,— 4) tgp=4A,—A, 
unel 

wel: (+P). 


Da «lie Strömungsriehtung am Abflußende mit der positiven «-Achse den Winkelv=y+y+a 
einschließt, ergibt sich also 


den Verzweigungspunkt = '” finden wir 


In — w*/,=1n0 —i9 —In[1 —i(4, e "+ 4A, ei®)]=1n0 —i(d — Pf’), 
2 


mit 
to 9’ 4,cos#—+ 
ern = — 
und 
— 0: () P'). 


Dabei sind wir auf dem Emheitskreis der Ö©-Ebene von Werten a>® an die Stelle a= #9 
herangegangen. Wir haben also zur Berechnung für den Winkel, den die Strömungsrichtung 
in der Verzweigungsstelle mit der positiven x-Achse bildet, 


r— 


und damıt 


Abb. 5». Kurvenseharen zur Bestimmung von Je, 


Abb, 6. Zur Berechnung der resultierenden Druckkraft. 
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Durchgeführte Beispiele haben ergeben, daß die bei gleichen 9- und y-Werten aber ver- 
schiedenen Anstellungen gefundenen Gleitllächen mit hinreiehender Näherung zur Deckung 
miteinander gebracht werden können, falls man sie auf die gleiche Sehnenlänge umrechnet. 
Das bedeutet aber, daß die Gleitflächenprofile geometrisch ähnlich sind. Ihre Anstellung und 
ihre Gestalt ist also im wesentlichen durch die Größen d, A, und A, festgelegt. In den 
behandelten Beispielen wurde der Einfachheit halber statt y der Bildwinkel 9 variiert. Die 
Größen A,, A, und y wurden mit Hilfe der Gleichungen 


%+4A,9ı+ 4,9; 
h+A,fı +Asf: 


yraretg(d, — A, (1b) 
A,cos d + 1,c0s 2) 


v=y—d-+arctg 
°-1+4,snd+ 4A,sın 2) 


y=arcig 


gefunden. Zur Lösung dieses Gleichungssystems wählt man am besten ein rechtwinkeliges 
Koordinatensystem mit den Achsen A, und y. Faßt man dabei A, als Parameter auf, so 
stellt jede der drei Gleichungen eine Kurvenschar dar. Der Punkt, in dem sich drei Kurven 
gleichen Parameters schneiden, gibt die Lösung (Abb. 5). 


Ist statt des Bildwinkels 9 die tatsächliche Anstellung y vorgeschrieben, so löst man 
zweckmäßig das System (15) zuerst einmal für mehrere Bildwinkel 9, und trägt die dabei 
bestimmten y, in Abhängigkeit von 9, auf. Durch Interpolation ist dann sofort der zur 


gegebenen Anstellung y gehörige Bildwinkel 9 zu finden. Zur Bestimmung der A, A, bedarf 


es dann nur der Lösung der beiden letzten Gleichungen von (15). 


5. Auftrieb und Widerstand. Für die resultierende Druckkraft auf die Gleittläche gilt in 
vektorieller Schreibweise 


wenn n, einen Einheitsvektor in Riehtung der äußeren Normalen und ds das Linienelement 
(ler Gleitfläche bedeutet. Das Integral soll dabei von der Abflußkante bis ins Unendliche 
erstreekt werden. Mit der Bezeichnungsweise der Abb. 6 ist dann 


und 
idy+idı, 


mit t und j als Einheitsvektoren in Richtung der #- bzw. y-Achse. Hiermit ist 
B=ipl-idy+ide), 
und die Zerlegung in Komponenten ergibt 


P, stellt den Widerstand, P,, den Auftrieb dar. Führen wir jetzt die komplexe Strömungs- 
kraft B=P,-+iP, ein, so ist 


2 \pldy- id). 
Da von der Einwirkung äußerer Kräfte abgesehen wird, folgt aus der Bernoullischen Gleiehung 
m \° 
) 
Im Unendlichen ist p=0, da dort ww. wird. Die resultierende Druckkraft wird damit 


Für w„ =1 ergibt sich mithin 


wiw)dz. 


1 | 
. 
| \ 
i 
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Setzen wir ; II, so wird schließlich 
» 


Die Integration erfolgt längs des unteren Einheitshalbkreises mit Z=e-i“, Aus der Be- 
ziehung (9) folgt 


u “st Ä 


Da aber für 


ergibt sieh mithin 


l— 
| 
und 
st | & st - 
[1 4, | 
Für den Zähler dieses Bruches erhalten wir 
st 
und mit Hilfe trigonometrischer Umformung 
d»ta.d-a . d-a\’ 
sin? = 
.,9+a 2[1—costa +9] \r,}' 
Bin’ 
Damit wird aber 
} Na | 1 


») | ») ») 


Für den Druck an jeder Stelle der Gleitfläche gilt somit, wenn 5 wi, =q gesetzt wird, 


Diese Beziehung eignet sich gut zur graphischen Bestimmung von Auftrieb und Widerstand. 
Trägt man die p/q-Werte einmal über den Abszissen, das andere Mal über den Ordinaten der 
Gleitflächen auf, so sind die entstehenden Flächen dem Auftrieb bzw. Widerstand proportional. 
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Die Schwerpunkte der Flächen liefern auch die Koordinaten des Angriffspunktes der resul- 
tierenden Druckkraft (Abb. 7 bis 9). Aus (17) und (18) folgt 


| 
| 
Ss 


| 


| 


Abb. 7. Auftriebsverteilung bei widerstandsfreier Anströmung. 
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Abb. 8. Auftriebs- und Widerstandsverteilung für #80, 


Abb. 9 Auftriebs- und Widerstandsverteilunge für 169, 


Da dieser Ausdruck für ©=1 verschwinden muß, ist der vierte Summand des Zählers ent- 
sprechend der vorausgesetzten Kleinheit der Größen A, und A, gleich null zu setzen, ein 
Umstand, dem schon bei der Ableitung der Gl. (19) Rechnung getragen wurde. Mit 


dze_ 


erhalten wir also 


| =.) 
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Die Zähler beider Brüche sind durch © —1 teilbar, denn es ist 


i(A,c Hi (A,S+A,) HiA,THIi A) 

|: | —1y (cr 
Iliermit wird 


Die Gl. (16) nimmt damit schließlich die Gestalt an 


-1 
4A — Di: N — 
| 
(20), 
(+1)? 


Für die ebene Platte (1, 
eesamten Druckkraft geliefert. Bei widerstandsfreier Anströmung (Is: 
dritte Summand. Sehreiben wir (20) in der Form 


so ergibt die Integration, wenn {,,, die Wurzeln der Gleichung 


sınd: 


II, -8 — 1) 

ıT 8, —1 
Il, | -C,Inz 


Die resultierende Druckkraft lautet also 


| 


A,=0) wird also nur von dem dritten Integral ein Beitrag zur 


I) verschwindet der 


(21), 
In H | 2D,+niD,+D, In D,In 
wobei die Konstanten folgende Größen sind: 
iA, 
» | 
( ! # ( | 
di - 


| 
| 
| - 
N 
“io “1, 
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‚=iA, 


D,—A,A,+2iA, 
— A, + (A, A, A) 


RE iA, +(A, 4A, +2: 


Die Zerlegung der Gl. (21) in Real- und Imaginärteil liefert den Widerstand bzw. Auf- 
trieb der Gleitfläche. Die Durchführung müßte zeigen, daß der Widerstand proportional der 
im Spritzer abgeführten Menge wäre, also bei spritzerfreier Anströmung verschwände. Da 
die Rechnung sehr umständlich ist, soll das Ergebnis mit Hilfe des Impulssatzes auf kürzerem 
Wege abgeleitet werden. Die untersuchte Strömung ist ein Sonderfall eines dureh zwei 
gewölbte Platten teilweise abgelenkten Strahles. Die in den Spritzern in der Zeiteinheit 
abgeführten Massen seien m, und m,; die in der Hauptströmung verbleibende Masse sei 
m, = m, — (m, —+ m,). Aus Symmetriegründen ist m, = m, = m. Legen wir an den Stellen 
B., B,, C,, C, Querschnitte durch die Strömung, so kann sich bei der vorausgesetzten stationären 
Strömung der Impuls der in dem durch die Querschnitte begrenzten Gebiet T enthaltenen 
Flüssigkeit nur dadurch ändern, daß beim Eintrittsquerschnitt 5, ein Teilgebiet von T von 
der Flüssigkeit verlassen und bei den Austrittsquersehnitten B,, ©,, €, ein nicht zu T 
gehöriges Teilgebiet von der Flüssigkeit eingenommen wird. Die Änderung des Impulses in 


Abb. 10. Zur Berechnung des Widerstandes einer Gleitfläche. 


dem Zeitelement dt ist also gleich dem Überschuß des Impulses der austretenden über die 
eintretende Flüssigkeit. Lassen wir die Querschnitte ins Unendliche rücken, so erhalten wir 
damit, da die Geschwindigkeiten dann über die Querschnitte konstant bleiben, als Impuls- 
änderung in der Zeit dt (Abb. 10). 


dJ—= m, dtw + m, + m, m, dtw. 


Da aber 


a) _ 


m, +-m,+m, und w, 


ID, 
ist, folgt daraus 


— + m, (wi — mw’) 


und 


dJ (2) (3) a 


7 
Bekanntlich ist 7 gleich der Summe der auf das Gesamtsystem wirkenden Kräfte. Da von 


äußeren Massenkräften abgesehen wird, sind die wirkenden Kräfte nur Druckkräfte an der 
Begrenzung der Flüssigkeit. Bezeichnen wir ihre Resultierende mit — By, so ist + By, die 
von der Strömung nach außen wirkende resultierende Druckkraft. Damit wird 


= m (2? w}’ — — 


Yo 
1 
77 
2 m) 
— 
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wobei pn ein Vektor in Riehtung der Anströmung ist. Sein Betrag ist der von den gewölbten 
Platten ausgeübte Widerstand W. Ist » der Neigungswinkel von 1‘ gegen die positive 
x-Achse, so folgt damit für beide Platten 


W=2m cosr). 

Da W unabhängig von s ist, gilt für eine einzige Platte über unendlicher Wassertiefe (s> x) 
Wemmw. (l+cosr). 

Da die im Spritzer weggeführte Masse m ist, so folgt für —=1 
W=orE(l-+eos»). 


Die spritzerfreie Anströmung ist also auch widerstandsfrei®). Mit demselben zur Bestimmung 
von und benutzten Verfahren wird mit {= +1 


In we Fi(r—d) +iaretg (A, +A,), 
und damit 
cos decos (aretg (A, + 4,)) + sin sin (aretg (A, —+ 4,) )]. 
Nun ist aber 
cos (arete (1, +A,)) Fl, sın (arete (A, + A,))>4,+A,, 
so daß wir schließlich für den Widerstand erhalten 
. . 


Für die ebene Platte ist A, = A, 0. Den Grenzübergang in (21) auszuführen, empfiehlt 
sieh nieht, da die direkte Berechnung von Il, = Il, schneller zum Ziel führt. Es ıst 


(+1) _, 
und 
to 
—isın2V). 


Da für die ebene Platte = y ist, ergibt sich 
und für Auftrieb und Widerstand gilt 


Die spritzerfrei angeströmte Gleitfläche erhält man für &+=£sr 1. Dabei wird dem 
Punkte © 1 ein endlicher z-Wert zugeordnet. Die Strömungs- und Druckverhältnisse sind in 
Abb. 7 gegeben. Wird die Gleitfläche jetzt umströmt, so kann die längs des unteren und 
oberen Teiles der Gleitfläche zu erfolgende Integration unter Voraussetzung kleiner A, und 4, 
in der Ö-Ebene längs des ganzen Einheitskreises vorgenommen werden. Wegen 


0 für 
(2 —2,)"dz= | (n ganzzahlig) 


2ri für n= 


wird II, 0, so daß lediglich II,, noch weiter zu untersuchen ist. Dazu beweisen wir, daß 


10 
die Größen [,,,.bei genügend kleinen A,- und 4A,-Werten außerhalb des Integrationsweges 
liegen, also |[,,,;, >1 ıst. Wiır haben 


A 
für positive A: 


2 


A, V—i|A, 


für negative 4,: + “m 


6), Weinig F.: Der Auftrieb der ebenen Gleitfläche, Werft-Reederei-Hafen 1937 (S. 115). 
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v2 v2 
Da und y-i=+”,-(1—i), haben wir 
4,y24, 
und 
/ Ar A, 


Gilt das positive Zeichen, so ist \{,,, >1, denn 1 ist sehr groß. Damit sich auch für das 


negative Zeichen größere Werte als 1 ergeben, muß 


sein. Daraus folgt aber 


A, 
und 
Bei hinreichend kleinem A, und A, ergibt sich mit 


eine Ungleichung, die immer ’erfüllt ist. Für negative A, ändert sich nichts an diesen UÜber- 
legungen. Wir erhalten dann als gesamte Druckkraft auf die umströmte Gleitfläche 


1° 
C2ri=-onÜ, ton. 
Da in diesem Fall €, >0 und ; | >2i4, ist, ergibt sich mithin 


Die umströmte Gleitfläche erfährt einen Auftrieb in Richtung der positiven -Achse. Beziehen 
wir den Auftrieb auf die Sehnenlänge 4, so ist der Auftriebsbeiwert’) 


6. Moment der resultierenden Druckkraft. Für das Moment der resultierenden Druck- 
kraft bezogen auf den Koordinatenanfangspunkt gilt in vektorieller Schreibweise 


M=irXpn.ds. 


Dabei ist r|er—y.a’+ 9°. Ist f ein Einheitsvektor, der mit und j eine 
Rechtsschraube bildet, so ist 


f 
dy 
Damit erhalten wir für das Moment 
Da zd@e+ydyrdr ist, finden wir mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung für mw. = 1 


22222202. 0); 


?, Weinig, F.: Beitrag zur Theorie dünner schwach gewölbter Tragflügelprofile, ZAMM 1934 (8. 279). 


$ 
l 
A.? 
| 
44774, 
D D 
2 2 
12 


Ztschr. f. angew. 
168 Franke, Das ebene Problem schwach zewölbter Gleitflächen Math. und in 


r dr ist der Realteil von zdz. Da (l— ww?) reell ist, wird infolgedessen 


M= EN 


Durch Einführung der Abbildungsfunktionen wird dann schließlich 


+1 


Die Berechnung dieses Integrals ist Jedoch sehr umständlich. Es empfiehlt sich daher, im 
allgemeinen Falle das Moment nach Gl. (24) auf graphischem Wege zu bestimmen. Abb. 11 
zeigt die Momentenkurven für verschiedene Anstellwinkel. Dabei ist der Bezugspunkt in die 
Abflußkante der auf die Sehnenlänge 4 reduzierten Profile gelegt worden. 


Für die ebene Platte bietet die Anwendung der Gl. (25) jedoch keine Schwierigkeiten. 
Es soll daher für diesen Fall das Moment direkt berechnet werden. Wir finden nach (11) 


+2 (ed! — —1) 


+1+ei? +2 — —2 (ei — 1) — ai), 
mit dem Ursprung des Systems in der Abflußkante. Hiermit wird 


2 = — 


+1-+e-?i? +2 (e-1? ni — 2le-i? —1)?In2. 


Für das Moment der ebenen Platte bezogen auf die Abflußkante gilt 


2 
Dabei ergeben sieh folgende Integrale : 


Das Moment lautet damit 


M 


und 


. . . (26). 


8 % 76 


Abb. 11. Momentenkurven. Abb. 12. Beiwerte. 
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Für kleine Anstellwinkel erhalten wir 


Für 9=0 wird M,—=0, im Gegensatz zu schwach gewölbten Gleitflächen, die auch für 9 0 
im allgemeinen ein Moment besitzen. 


7. Die durchgeführten Beispiele. Als erstes Beispiel wurde eine Gleitfläche mit dem 
Bildwinkel 9=8" und den Größen A,=d/2 und A 3/4 gewählt. Das negative Zeichen 
von A, ergab eine stärkere Rundung nach dem AbHlußende hin. Für die Winkel 9 und y 
wurden die Werte 


q — 0,1193 — 54; 0,0205 12’ 


gefunden. In zwei weiteren Beispielen mit den Bildwinkeln 9=0 und 9 = 16° wurden dann 
dieselben g- und y-Werte verwendet. Die nach Gl. (11) berechneten Gleitflächen dieser drei 
Anstellungen waren, wie schon oben gesagt wurde, einander geometrisch ähnlich, d.h. nach 
Umreehnung ihrer Koordinaten auf eine gleiche Sehnenlänge ließen sie sieh mit großer 
Genauigkeit miteinander zur Deekung bringen. Als Sehnenlänge wurde dabei diejenige 
gewählt, welche sich bei der widerstandsfreien Strömung gegen die ebene Platte ergibt, 
nämlich vier Längeneinheiten. Die in der Tabelle angegebenen Auftriebs-, Widerstands- und 
Momentenbeiwerte sind alle auf diese Sehnenlänge, die Momentenbeiwerte außerdem noch 
auf die Abflußkante bezogen (Abb. 12). 


Tabelle der bei den durchgeführten Beispielen gefundenen Werte. 


y 4, A; Ca Cw Em 
00 0041’ 0,0701 0.0376 4.201 0,110 0.0405 
80 + 708 0,0698 — 0,0349 5.072 0,424 0.047 0,276 
16" 15°01’ 0.0690 | — 0.0335 5.772 0.650 0.166 0.455 


8. Schwach gewölbte Gleitflächen bei widerstandsfreier Anströmung (1. Näherung). Nach 
Gl. (11) lautet die Abbildungsfunktion der spritzerlosen Strömung (9 =0) g« 
gewölbte Gleitflächenprofile 


gen schwach 


A, 1 A, 1 
A, +1) = iA,Inö-ie. 


Daraus ergibt sieh für die Koordinaten der Gleitflächen 


„sin A,a 


y= 4,c0s a c0s2a 
Die Abszissen enthalten neben 2cos«a nur noch Glieder, die klein von erster Ordnung sind. 
Wir setzen daher in erster Näherung 


| 


wem 2cosa; [eos a— 


cos» a) cos2a-e. 
Die Konstante e wählen wir so, daß „== A, für #-—=0 wird. Bei kleinen A, und A, erhalten 
wir dann mit 


‚2 „3 
das allgemeine Profil in spritzerfreier Anstellung. Seine Vorderkante liegt in z—=-+2, die 
Abflußkante in @2= —-2; die Sehnenlänge beträgt 4. Es entsteht durch Überlagerung der 
besonderen Profile, die man für A,=0 bzw. A,=V0 erhält. Mit Hilfe der Gl. (19), die unter 
Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung 


—=2(A,sina+A,sin? a) 
1 2 


- 
. 
. | 
| 
| | 
m 
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lautet, ergibt sich für den Auftriebsbeiwert 
0 


| ) 
— \ (A,sina-+ A,sin2a)sinada 
und 
IT 


in Übereinstimmung mit (23a). Bei spritzerloser Anströmung verschwindet der Widerstand, 


da der Integrand in W=—\pdy nur Glieder enthält, die von zweiter Ordnung klein und 
daher zu vernachlässigen sind. Für den Momentenbeiwert bezogen auf den Koordinaten- 
anfangspunkt die Profilmitte ergibt sich wegen rdrzxdx 

+2 0 

de=—- 5 (A,sina—+ 4,sin2a)cosasınada 

und 
IT 
A, 


Beziehen wir das Moment auf die Abflußkante, so erhalten wir mit 


A, ,A, 


den in der Tabelle für #—=0 angegebenen Wert. Liegt der Bezugspunkt auf '/ı der Länge 
von vorn, so wird 


ni =—(4A,—A4). 
4 


Auf diesen Punkt bezogen verschwindet mithin das Moment für A,=4A,. Ist A,=0, so 
ergibt wegen der vorausgesetzten Kleinheit der 4, 


— 7) 


ein Kreisbogenprofil, das für positives A, nach oben konvex ist. Die Beiwerte lauten: 


JT 


Ist 4,=0, so erhalten wir ein S-förmiges Profil 


(las bei positivem A, im vorderen Teil nach oben, im hinteren Teil nach unten gewölbt ist. 


Die Beiwerte sind: 
(lg my S 


9, Schwach gewölbte Gleitflächen endlicher Länge. Das bisher behandelte Problem ist 
ein Sonderfall eines viel allgemeineren Problems. Es war vorausgesetzt worden, daß die 
(leitflächen nach der einen Seite bis ins Unendliche reichen sollten. Dadurch war natürlich 
auch die Richtung des Spritzers im Unendlichen festgelegt. 

Im folgenden nehmen wir nun Gleitflächen von endlicher Länge an. Je nachdem wie 
tief dann die Profile in die Flüssigkeit eingetaucht werden, werden sich die Spritzerdicken 
und ihre Richtungen im Unendlichen entsprechend einstellen. Um die Strömung gegen end- 
liche Gleitflächenprofile zu erhalten, dürfen wir die Spritzermenge in der Bildströmung jetzt 
nicht mehr in ©=—+1 verschwinden lassen, sondern müssen den Abfluß der Länge des Profils 
entsprechend an einer Stelle {= a(a >1) auf der reellen Achse anbringen (Abb. 13). Für 
das komplexe Potential der Strömung in der Ö-Ebene erhalten wir damit 


| | | 


\ 
\ 
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Daraus folgt 


ar _ 


a) 


und für die Größe E ergibt sich 


\ 
E COS —+ (a . . . . . . . . . . (30). 


Abb. 13. Abbildung der Strömung gegen endliche Gleitflächenprotile. 


it i icht eine U | 
Damit ist aber leicht eine Umformung von IE möglich und wir erhalten 
—) 


a) 


Die Abbildungsfunktion (8) lautet dann mit Hilfe von (9) 


—- DE-IAT—iA) 


Die Berechnung dieses Integrals ergibt 
wobei E, die Integrationskonstante bedeutet und die anderen Konstanten mita=r, und es 


lauten: 


E,Ä,=-—-e(r, +r,) -o(r’+r’+D—6 


1 
E,= 


‘5 
E,= P+ar,+r, +yr, +1 
1 


N, 


1 
| 
| - a) E 
a) ( ‚2 1) 
| 
A 
J 
2 
- ( Aa ) 
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a A, Hi A) +iA,; 


Für r, = r,1 geht (31) in «die schon früher gefundene Form (11) über. Für sehr große a 
können dureh geeiznete Differenzen- und Quotientenbildung in der Grenze noch endliche Werte 
vefunden werden, wie Green für den Fall der geraden Platte gezeigt hat. 


Aus (31) folet für die gerade Platte 


( \ 


Für die Länge der Platte finden wir 


in | | | 
- 21 =2(l+e?) +, + +1) in — 
une 
N 27 ‘ | | ) ‘ A 
— 24 lcos sın -| la-+ cos Iıln | (92). 
| a a-+ | 


Die Plattenlänge strebt also für a>w nach null. Die Gesamtkraft auf die endliche gerade 
Platte ist 


dt. 
a 
Die Integration ergibt 
(2? sın?" ’2sın d cos und 
dd ( 


Für @«>x verschwindet die resultierende Druckkraft, wie ja nicht anders zu erwarten war. 
Die Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte bleiben jedoch in der Grenze endlich, denn für 
Ist 


yl I -+- sın yl | -- sin 
| I--asın 


(Gl. (35) stellt dieselbe Beziehung dar, die schon von Rayleigh für die schief angeströmte 
Platte gefunden wurde. 


10. Zusammenfassung. Durch Abbildung auf die Strömung um einen Zylinder wurde 
(das Gleiten schwach gewölbter Platten unter Vernachlässigung der Reibung und Anziehungs- 
kraft der Erde untersucht. 


Während sieh Auftrieb und Widerstand bei den gemachten Voraussetzungen leicht 
explizite darstellen ließen, wurde zur Bestimmung des Moments ein graphisches Verfahren 
benutzt. Eine Erweiterung der Abbildungsfunktion gestattete es schließlich, schwach gewölbte 
Gleitlächen endlieher Länge zu untersuchen. +48 
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Luftkräfte bei beliebig instationärer Bewegung eines TTrag- 
flügels mit Querruder und bei Vorhandensein von Böen. 
Von @. Ellenberger in Berlin'). 


Übersicht: Auf Grund bekannter Ansätze und Reehenverfahren werden die Luftkräfte 
auf einen ebenen Tragflügel mit Querruder für beliebige instationäre Bewegungen des Tragflügels 
und bei Vorhandensein von Böen berechnet. Bei gegebenem Verlauf der instationären Be- 
werung des Flügels und gegebenem Verlauf der Böen wird die Lösung der maßgrebenden 
Integralgleiehung auf die Berechnung eines gewöhnlichen Integrals zurückgeführt. 


Für den Flügel ohne Querruder wurde das Problem bereits von H.G. Küßner [1] gelöst. 
Im folgenden soll es für den Flügel mit Querruder erweitert werden. Außerdem wollen wir 
die Art der Böenbeanspruchung in etwas anderer Weise wählen (s. unten), als es bei Küßner 
reschehen ist. Für die Luftkräfte benutzen wir die vom Verfasser mit Hilfe der Waenerschen 
Methode gefundenen Ansätze [2], (vgl. auch [3]). 


1. Die Ansätze für die Luftkräfte Für den Flügel mit Querruder ergibt sieh für die 
Kraft AK auf die Flügelbreite Eins und für das Moment M,„ der Kraft K_ um den vorderen 
Neutralpunkt P, nach [2] mit den Bezeichnungen der Abb. 1. (Im Gegensatz zu der Arbeit [2] 
ist hier bezeichnet: die Flügeltiefe mit f, die Geschwindiekeit V mit », die Zirkulation 
u (a) mit up; außerdem ist die Zirkulation z, und der Querruderausschlag y wie üblich im 
Uhrzeigersinn positiv gerechnet.) 


[N er G,t’g (G, 
(Al), 
wobei my und ein überschriebener Punkt Differentiation nach der Zeit bedeutet. 
und Zirkulation 7, Im Uhrzeigersinn positiv, M,„ entgegen dem Uhrzeigersinn positiv, K nach 
oben positiv gerechnet. Die Beiwerte @,,@,,..., @, sind als Funktionen des Tiefenverhältnisses 
In. 
+ in folgender Weise gegeben 
|; (1, = + sin cos 
(1, 3) 1 COS 7] 17 
(9). 
| 2 
Hein 7 —ncosn)+y— sın’ „(2-+cosn)|; 
+.) 
(1, — sinncosn+ — sın?n]|; 
ferner 9, = — (Ss. Gl. mit — Sin cos 


JT 


1) Mitteilung aus dem Flugteehnischen Institut der Technischen Hochschule Berlin (Prof. Dr.-Ing. H. Wagner). 
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Die Stärke 7, der sich hinter dem Flügel ablösenden Wirbel wird aus der Bedingung end- 
licher Geschwindigkeit an der Hinterkante durch eine Integralgleichung bestimmt: 


Abb. 1. Angaben über Form und Bewegung des Flügels mit Wirbelschieht hinter dem Flügel. 


Y,, 7, y müssen als Funktionen des zurückgelegten Weges s bekannt sein. Aus (4) ist dann az, 
zu berechnen und in (1) einzusetzen. 


2. Deutung der einzelnen Anteile der Kraft A. Auf Grund von (3) und der Abb. 1 führen 


Fy; ferner den auf die Geschwindigkeit des Punktes bezogenen 


wir ein! 9, 


Anstellwinkel ; außerdem können wir für 7, setzen = Yu Kraft, Moment 


und Integralgleichung werden dann 


| 2 | 
IN | 7 (S +tis 7) 
+ mn, [eg Yu + e,t7] 
| 
/ 


Daraus können wir den Ursprung der einzelnen Kraftanteile entnehmen; es wirkt 


a) eine Kraft IN 4v?a-t(r, v° +9 tv + ın P. an- 
N 
ereifend infolge der Zirkulation um den Flügel; es ist "= - 


b) eine Kraft A; = m, rg in P,„ angreifend, infolge der Drehgeschwindigkeit des 


ec) eine Kraft m; mit dem Moment @,tvy infolge der Dreh- 
geschwindigkeit > des Querruders, 


d) eine Kraft Ayy==— m; Yu in M angreifend, infolge der Querbeschleunigung #7, des 
Flügels, 
\ 
\ 


nz 
| 
2, 
| 
Im 
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e) eine Kraft Ay=m; G,t} mit dem Moment m, infolge der Dreh- 
beschleunigung des @Querruders, 


f} ein Moment = m; infolge der Drehbeschleunigung des Flügels, 


g) ein Moment M,= m, @G, ve” y infolge des Querruderausschlages y. 


3. Wirkung einer Böe. Eine beliebig wirkende Böe wird (für die Berechnung der Luft- 
kräfte in erster Ordnung) gegeben durch eine zusätzliche Aufwärtsgeschwindigkeit j, der 
Luft?). Es sei 55 klein gegenüber der Vorwärtsgeschwindigkeit » des Flügels. In den An- 
sätzen für die Luftkräfte wirkt sich die Böe (mit y, und %,) dahin aus, daß der Anstell- 
winkel a und die wirksame (@uerbeschleunigung %, geändert ist. In (la) und (4a) ist daher 


an Stelle von a zu seten a+"P; die Kraft auf das Flügelprofil bei beschleunigter Bewegung 


Y%p der Luft (Böe) und ruhendem Flügel ist entgegengesetzt gleich der Kraft bei derselben 
Beschleunigung des Flügelprofils und im Unendliehen ruhenden Luft [4l. Wir müssen daher 
ın (la) und (2a) an Stelle von Y, setzen Yy — Yp: 


4. Luftkräfte bei Böen und beliebigen Bewegungen des Flügels. Ks handelt sich jetzt 
darum, bei beliebig, als Funktionen des zurückgelegten Weges s, gegebenen Funktionen a, 
%pg, y, y die Integralgleiehung (4a) nach «,y, aufzulösen und daraus Kr zu berechnen. Die 
anderen Kraftanteile (siehe unter 2b bis g) sind ohne weiteres bekannt. 


Für periodische Bewegungen ist die Berechnung von Kr schon geleistet. Es gilt z. B. 
nach [2], wenn wir die linke Seite der Integralgleichung (4a) abkürzend als eine „wirksame 
Geschwindigkeit“ 


bezeichnen, 
Kr" 
wobei 
P (m) IH,’ (oo) 


(o)-+i (o) 


mit (wo), H,®(o) als Hankelschen Funktionen und '— Kreisfrequenz, vgl. 


auch [6]. Die von v. Borbely [5] gefundene Funktion P(o) hängt mit der von Küßner [1] 
gefundenen T-Funktion zusammen. Es ist 


1-+ Tim) 


Po)= 


Die Funktion P (wo) ist in tabellierter Form zu finden bei Kaßner-Fingado [6] 
Die Ermittlung der Kraft Kr für beliebige Bewegungen a, y5,y, y läßt sich nun dureh 
Überlagerung von periodischen Vorgängen erreichen. Wir gehen hier wie bei Küßner [1] vor. 
a) Bei einer plötzlichen Änderung der „wirksamen Geschwindigkeit“ w (wobei jetzt «a 
durch are zu ersetzen ist), um einen endlichen Betrag Aw an der Stelle S=0 
(s. Abb. 1), ergibt sich eine Änderung der Kraft K7 abhängig vom zurückgelegten 


Weg S in Form eines Hakenintegrals [7] 


2, Kiißner betrachtet in [1] das Hineinfliegen in eine Strahlgrenze (Böe); dagegen setzen wir hier voraus, daß 
die Böe den Flügel als Ganzes erfaßt. 


Ztsehr. f. angew. 
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| I dp S 
IK,(S)=orntv4dw, ip)e ! -vAw-k, 
4 
> 2 
wo k, die von Küßner angegebene Zirkulationsfunktion ist. 


b) Für eine beliebige Abhängigkeit der „wirksamen Geschwindigkeit“ »w vom zurück- 
eeleeten Weg S, können wir IKAr nach Gl. (5), welehe auch für unendlich kleines 
I w gilt, bereehnen in Form eines Integrals über die Zirkulationsfunktion %,. 


Es ist dann, wie man leicht einsieht, 


| .) \r, | IS (6) 


dm da, dyp,@, dy, g,,dy 
ds dS ds ds 83 


In Zusammenfassung ergibt sich jetzt für die Luftkraft bei beliebigen instationären Bewegungen 


(zegeben dureh a(S), y(S), y(S)) und bei Vorhandenseien von Böen (gegeben durch (8), 


| 


6 


Damit ist die Aufgabe der Lösung der Integralgleichung (4a) auf die Bereehnung des gewöhn- 
lichen Integrals (6) reduziert. 

Ks sei noch bemerkt, daß sich nach der Betrachtungsweise von Prandl-Birnbaum 


schreiben läßt 
Kr 


wo I’gen die Summe der gebundenen Wirbel ist, welehe bei Vorhandensein der Gesamt- 
zirkulation Z um den Flügel für die Kraft Xp in Ansatz zu bringen sind (für die anderen 
Kraftanteile (siehe 2b bis g) gelten entsprechende Gleichungen K;=orlgnili=b....y)): 
nur im stationären Falle gilt Z’==/%gen.. Die in der Küßnerschen Arbeit [1] Gl. (18) auf- 
tretende Zirkulation ist demnach eine solche gebundene Zirkulation (infolge der Gesamt- 


zirkulation /'" um den Flügel). 749 
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Figenfrequenzen inhomogener Saiten. 
Von Artur Erdelyi in Brünn. 


1. Einleitung. In einer durch Untersuchungen von Professor Karas') angeregten Arbeit’) 
habe ich die inhomogene Saite mit parabolischer Diehteverteilung betrachtet und gezeigt, daß 
die Integration ihrer Differentialgleichung mittels Whittakerscher Funktionen bewerkstelligt 
werden kann. Aus der expliziten Lösung ergab sich sehr leicht die asymptotische Darstellung 
der Eigenwerte, und ein Vergleich mit den numerischen Ergebnissen von Karas zeigte, daß 
diese asymptotische Formel bereits für den ersten Eigenwert halbwegs brauchbar ist. 

Ganz ähnliche Ergebnisse habe ich seither in einem anderen Falle erzielt. Ist die 
Dichte eine beliebige Potenz einer linearen Funktion der in der Richtung der unverzerrten 
Ruhelage gemessenen Abszisse, so läßt sich die Integration der Differentialgleichung der in- 
homogenen Saite bekanntlich mittels Besselscher Funktionen: durchführen (vgl. auch Ab- 
schnitt 4). Aus der expliziten Lösung ergibt sich mittels der Hankelschen semikonvergenten 
Reihen für die Besselschen Funktionen die asymptotische Darstellung der Eigenwerte, und 
ein Vergleich mit den bekannten strengen Werten zeigt wieder, daß die Genauigkeit der aus 
der asymptotischen Darstellung berechneten Werte für eine erste Orientierung durchaus genügt. 


Es ist von vornherein plausibel, daß die in den genannten beiden Fällen dureh numerischen 
Vergleich gefundene Tatsache nicht etwa für besondere Arten der Dichtefunktion kenn- 
zeiehnend ist. Man wird erwarten, daß in vielen Fällen — und nieht nur bei der inhomogenen 
Saite, sondern auch bei vielen anderen Randwertproblemen, die auf lineare Differential- 
gleichungen führen — die asymptotische Darstellung der Eigenwerte (und der Eigenfunktionen) 
bereits für den ersten Eigenwert (und für die erste, der Grundsehwingung entsprechende 
Kigenfunktion) brauchbare Näherungswerte liefert. Man erinnere sieh in diesem Zusammen- 
hange, daß die für große Argumente hergeleiteten Hankelschen asymptotischen Darstellungen 
für die Besselschen Funktionen bereits für überraschend kleine Werte des Argumentes 
brauchbar sind’). 

Praktisch kann aber die hierdurch gewonnene Erkenntnis nur dann verwertet werden, 
wenn man in einem vorgelegten Einzelfalle mit Sicherheit entscheiden kann, ob die asym- 
ptotische Darstellung der Eigenwerte bereits für den ersten Eigenwert verwendet werden 
kann, mit anderen Worten, wenn es gelingt, eine Abschätzung des Fehlers durchzuführen. 


Die Fehlerabsehätzung kann etwa mit Hilfe einer von Weinstein') ausgearbeiteten 
und seither von mehreren Autoren verbesserten Methode durchgeführt werden. Da wir diese 
Methode in einer etwas erweiterten Form verwenden werden, soll sie in Abschnitt 2 in An- 
wendung auf die hier auftretende Differentialgleichung noch einmal kurz auseinandergesetzt 
werden. Abschnitt 3 bringt die Anwendung der Weinsteinschen Methode auf das Problem 
der schwingenden einfeldrigen Saite. In Abschnitt 4 wird der auch exakt durch Besselsche 
Funktionen lösbare Fall behandelt, daß die Dichte eine Potenz einer linearen Funktion von 
= ist. Abschnitt 5 enthält einige für diesen Fall erzielte numerische Ergebnisse, die einen in 
Anbetracht der Einfachheit der Rechnung hinreichenden Grad von Genauigkeit zeigen. In 
Absehnitt 6 wird die zweifeldrige Saite mit beliebiger Diehteverteilung behandelt. 

2. Die Weinsteinsche Methode. Weinstein hat in der bereits angeführten Arbeit 
gezeigt, wie die Eigenwerte des zu der gewöhnlichen oder partiellen linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung ; 


(I; ein selbstadjungierter linearer Differentialausdruck zweiter Ordnung) gehörenden Rand- 
wertproblems näherungsweise bereehnet werden können und hat auch eine Abschätzung des 
Fehlers angegeben. Auf die Verfeinerungen, die seine Methode später von mehreren Forschern 
erfahren hat, brauchen wir hier nicht einzugehen’). Hingegen. müssen wir diese Methode so 
verallgemeinern, daß sie zur Behandlung von Differentialgleichungen vom Typus 


I; - /. 1y= 0 


I) K. Karas: Die Eigensehwingungen inhomogener Saiten. Sitzungsberieht d. Ak. d. Wiss. Wien 145 (1936), 
S. 797 bis 826. 

®) A. Erdelyi: Inhomogene Saiten mit parabolischer Dichteverteilung. Sitzungsberieht d. Ak, der Wiss. 
Wien 146 (1937), S. 589 bis 604. 

3) Vergleiche etwa die diesbezüglichen Ausführungen auf S. 82f. des jüngst erschienenen Buches von R. Weyrieh: 
Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen. Leipzig 1937. 

ıD. H. Weinstein: The modified Ritz method. Proe. Nat. Ac. 2 (1934), p. 529-532. 

5) Vgl. etwa R. A. Newing: On the variational caleulation of eigen values. Phil. Mag. (7) 24 (1937), p. 114— 127. 
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zeeigenet wird, Wir werden als Beispiel nur das Problem der schwingenden Saite 


betrachten, da bereits in diesem einfachsten Falle die an der ursprünglichen Methode W ein- 
steins notwendig werdenden Änderungen klar hervortreten, und bemerken im übrigen nur, 
daß natürlich alle anderen gewöhnlichen oder partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
auf dieselbe Weise behandelt werden können. Bei der schwingenden Saite, deren Länge wir 
der Einfachheit halber gleich Eins gesetzt haben, bedeutet q(x) bekanntlich die Dichte pro 
Längeneinheit als Funktion der Abszisse « in Richtung der unverzerrten Ruhelage, und 
den Raumfaktor der transversalen Auslenkung eines Saitenpunktes. Der für die Eigen- 
frequenzen maßgebende Parameter 4 drückt sich durch die Saitenspannung S und die Kreis- 
frequenz der Schwingungen k in der Form 


A= Ss 
aus. Entsprechend der physikalischen Fragestellung setzen wir stets voraus, daß 
0 
;yy has... Seien die der Größe nach geordneten, bekanntlich positiv reellen und einfachen 


Kigenwerte des Randwertproblems (1), 9,„ sei die zu /„ gehörende normierte Eigenfunktion. 
Die Kigenfunktionen genügen bekanntlich den Orthogonalitätsrelationen 


wenn m=En 
wenn mn. 


Wir betrachten irgendeine im Intervall 0=x=1 erklärte reelle, stetige und zweimal 
stetig differenzierbare Funktion »7 (#), welche überdies noch die Randbedingungen 7 (0)= y(1)=0 
erfüllen möge. Sie läßt sich nach bekannten Sätzen‘) in eine nach den Eigenfunktionen fort- 
schreitende absolut und gleichmäßig konvergente Reihe von der Form 


entwickeln, und es ist 
1 


Mit dieser Funktion bilden wir das Integral 


1 
1 


0 


Dieses Integral verschwindet nur, wenn » eine Eigenfunktion, und V der zugehörige Eigen- 


wert des Randwertproblems (1) ist. In allen anderen Fällen ist 7 positiv. Wir führen in I 
statt », die Entwiekelung dieser Funktion nach den Eigenfunktionen ein, und beachten, daß 


r r Y n 
n=1 


ist, da g, der Differentialgleichung (1) genügt. Daher erhalten wir wegen der Orthogonalität 
der Eigenfunktionen 


1 

n=l 


Die hierbei vorgenommene Multiplikation der beiden unendlichen Reihen und die darauf- 
folgende gliedweise Integration sind wegen der absoluten und gleichmäßigen Konvergenz der 
Reihen gestattet. 


6), R. Courant u. D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik, 2. Aufl., Berlin 1931, Bd. 1, S. 251. 
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Es sei A; der V am nächsten liegende Eigenwert (liegt V genau in der Mitte zwischen 
zwei Eigenwerten, so sei A; einer dieser beiden). Dann besteht für alle » die Ungleichung 
4), 
und daher 


Daraus geht hervor, daß mit einem echten Bruch © 
;=V+@y1 


Wir suchen jetzt V so zu bestimmen, daß /, ein Maß für die größtmögliche Abweichung 
des nächsten Eigenwertes von V, ein Minimum wird. Zu diesem Zwecke setzen wir 


101 
d. h.?) 
| 
Setzen wir noch 
so ergibt sich 
) 
also 


die Formel, die für q(#)= 1 bereits von Weinstein°) angegeben wurde. 


3. Anwendung auf die einfeldrige schwingende Saite. Die in dem vorigen Abschnitt her- 
geleitete Weinsteinsche Gl. (6) gestattet, auf Grund einer noch ziemlich willkürlichen An- 
nahme über die zu verwendende Näherungsfunktion 7 einen Näherungswert /, für den j-ten 
Eigenwert zu berechnen, und auch die größtmögliche Abweichung dieses Näherungswertes 
von dem genauen Eigenwert festzustellen. Es kommt jetzt alles auf eine günstige Annahme 
über an. 


Wir führen die Bezeichnung - 


1 


ein und nehmen zur Herleitung der asymptotischen Darstellung der Eigenwerte als Näherungs- 
funktion 


x 


’) Dieser Wert von V entspricht tatsächlich einem Minimum von I, denn es ist 


3 
dx—=1>V0,. 


u 


1821 
2 0V2° 


1 
H 


s) l.e. Anm. Gl. (7). 
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Allerdings müssen wir an dieser Stelle die weitere einschränkende Voraussetzung machen, 
dab gie) im ganzen Intervalle stetig (solehe Saiten wollen wir einfeldrige nennen) und zwei- 
mal stetig differenzierbar sei, weil sonst 7, den an diese Funktion zu stellenden Bedinzungen 
nieht Genüge leisten würde. Für diese Näherungsfunktion ist 


| | x 


II, \y \ | ae) \ 


ein Integral, das nach Einführung der neuen Integrationsveränderlichen 


% 
" T \ dr da 
In 
II, \ sin’ nav-dv=—V). 
übergeht. Durch zweimalige Differentiation ergibt sich 
| 
ra 
wobei 
| | d 


zesetzt wurde. Daher ıst 


) 
| z 2 | | 
I, \ da \ TE 0: rD,. 
v0 
wenn wir 
setzen, und 
1 | 
Daraus ergibt sich 
9 
Betrachten wir 
2 7 - ; 
Pal) 


als Gewiehtsfunktion im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung, so bedeuten D, den Durech- 
schnitt und S, die Streuung von r (x) in bezug auf diese Gewichtsfunktion. Hat man den 


Durchschnitt und die Streuung — in verwickelteren Fällen etwa dureh numerische oder 
graphische Integration berechnet, so ergibt sich aus (6) für den »-ten Eigenwert die 
Abschätzung 
j 


Z 
4 
! 
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Für große n liefert (12) die asymptotische Darstellung der Eigenwerte, denn D, und Ss, 
bleiben bei an >» beschränkt, so daß 


Hol) 


ist. Gl. (12) liefert aber mehr, als nur die asymptotische Darstellung, denn sie gestattet bei 
beliebigen (auch recht kleinen) n einen Näherungswert samt Fehlerabschätzung zu gewinnen. 


Anschließend daran möze noch die Frage kurz erörtert werden, ob die Formel (12) in 
einzelnen besonderen Fällen die exakten KEigenwerte hefern kann”? Dieser Fall tritt nur dann 
ein, wenn verschwindet, d.h. wenn r (x) konstant ist. Setzen wir zuerst r(#) 0, so 
ergibt sich für q(#) die Differentialgleichung 


d 
4) 0, 


aus der sieh 


7) (ac 
erribt. Tatsächlich kann die Lösung der Differentialgeleichung 


in geschlossener Form angegeben werden, denn es ist 


VAN 


Verwickelter ist der Fall, daß r (#) gleich einer von Null verschiedener Konstante, also 


const, 


ist. Eine — triviale Lösung dieser nichtlinearen Differentialgleiehung ist (a. -+-b) 
Ks ist mir nicht gelungen, ihre allgemeine Lösung zu ermitteln. 


4. Ein Beispiel. Als Beispiel für die Anwendung der Ergebnisse des vorigen Absechnittes 
betrachten wir die inhomogene Saite mit der dureh die Funktion 


gegebenen Dichteverteilung. Die zugehörige Differentialgleichung 

kann bekanntlich mit Hilfe Besselscher Funktionen integriert werden, und wir werden daher 
(selegenheit haben, unsere Ergebnisse mit der exakten Lösung zu vergleichen. Das allgemeine 
Integral von (14) lautet’) 

N,(z2yY A) 
mit 


m --] 


| x 


alım +2) (15). 


Aus den Randbedingungen y(0)=y(1)=0 ergibt sich ein System von zwei linearen und 
homogenen Gleichungen für e, und e,, das nur dann von Null verschiedene Lösungen haben 
kann, wenn seine Determinante verschwindet, d. h. wenn 


J,(2, VA) N, (2, VA)— (2, VA) VA) =0 


ist, Hierin bedeuten 


m+ 1 m --] 
“ 


») Vgl. etwa Weyrich:|e. Anm.®), S. 87, Gl. (1), (2). 
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Die Wurzeln der Gl. (16) sind für einige Werte von p und k=z,/z, tabelliert'®), so daß für 
diese Werte die genauen Eigenfrequenzen bekannt sind. 


Um den durch unser Verfahren gelieferten Näherungswert zu ermitteln, berechnen wir 
zunächst nach (7) und (13) 


1 
1 +1 m-+ ] 
m +1) 
ferner 
v x 
„m (ax + 
a | 1) 
und setzen 
so daß sich für die Näherungsfunktion 
ergibt. Ferner erhalten wir aus (9) und (13) 
8 
1 mim -+-4) a’ m(m+4) 
t dx 16 (ax + +? 4 (m + 2)? 
Daher berechnet sich der Durchschnitt dieser Funktion zu 
"o l 
D m(m- 4) dv 
— r v,)'—. 
"o 
Durch partielle Integration kann dieses Integral auf 
vo +1 vo-+| 
| dv 
=cos?nav, —Si2nzev,] 
+1) —-Ci2nnv,] 
zurückgeführt werden, und zwar ergibt sich 
D (20) 
20? (m +2)? 
Die Streuung kann aus der Gleichung 
A 2 
R m’(m--4) dv 


berechnet werden. Auch das hierin auftretende Integral kann durch wiederholte partielle 
Integration auf a, zurückgeführt werden, und es ergibt sich 


m’ (m +4)’ nm? | 

WOrAUS 

1 naa 21) 

2 (m + 2)’ 3 
folgt. Mit den soeben berechneten Werten ergibt sich als Näherungswert für den »-ten Eigen- 

wert . + D,„, und der Betrag der Abweichung dieses Näherungswertes vom genauen Eigen- 


wert liegt unterhalb S,. 


10), EB. Jahnke und F. Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. ?. Aufl., Leipzig 199, S. 274 ff. 
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5. Numerische Beispiele. Für eine numerische Auswertung der Ergebnisse des vorigen 
Abschnittes wird vor allem eine Tabelle der nur von ®, abhängigen Größen a, gebraucht. 
| 
Kine kurze Tabelle dieses Integrals ist in Tabelle I gegeben. Der Wert für », 3 wurde durch 
numerische Integration berechnet, während alle übrigen Werte aus vorhandenen Tabellen") für 
den Integralsinus und -cosinus ermittelt wurden. 


Tabelle 1. 


[BR 
0.00 1.411816 1.00 0.07400 
0,25 0,3482: 1.25 0.05370 
0.26940 1.50 0,04079 
0.50 017718 1.75 0.032009 
0,75 0,10S85 2.00 0.025873 


Die genauen Eigenwerte können aus den tabellierten Wurzeln der Gl. (16)'”) berechnet 
werden. Bezeichnen wir für den Augenblick die kleinste Wurzel der Gleichung 


(.r) N, (k J (k N, 


mit so ist ollfenbar 


also 


zu setzen. 


Der numerische Vergleich soll in drei Fällen durchgeführt werden, von denen in den 
ersten beiden Fällen m = — 1 gesetzt wird, während im dritten Fall m =2 sein soll. Dieser 
dritte Fall wurde auch von Karas'*) mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens behandelt, und 
der von Karas gefundene Näherungswert 4, = 4,245 stimmt mit dem durch das hier ver- 
wendete Verfahren gelieferten Wert überein, während der genaue Wert kleiner ist'*). Im ein- 
zelnen sind die Ergebnisse in folgender Tabelle 2 zusammengestellt, die der Kürze halber 
jeweils nur die ersten Eigenwerte enthält. 


Tabelle 2. 


Fall n? au? 
2 2 
| 1) 0786| 0202 | ı |-20 | 3,197 || 22,008 22.996 
2 1 — — 2 0,762 0.029 | 1.5 6.322 62.448 62.116 
3 2 1 1 > 0.141 0.4154 4.245 4.218 


Die beiden letzten Spalten enthalten den Näherungswert für den ersten Eigenwert und 
den aus (22) berechneten „genauen“ Die Ergebnisse zeigen eine zufriedenstellende 


11) Jahnke-Emde:|].e., S. 82. 

12), ].e. Anm.!P). 

13) A. a. 0. Fall 7. Vel. insbesondere aueh die Tabelle auf S. 803. 

14) Auch dieser ist aus den von Karasa. a. ©. gegebenen Tabellen entnommen, zumal in diesem Falle p 


ist, und die in den Funktionentafeln von Jahnke-Emde wiedergegebenen Tafeln von Kalähne die Wurzeln der 
entsprechenden Gleichung nicht angeben. 


15) Die Genauigkeit des „strengen“ Wertes in der letzten Kolonne wird durch die Ungenauigkeiten der Tafeln 
von Kalähne beeinträchtigt. 
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Übereinstimmung, zumal es bei der hier vorgeschlagenen Näherungsmethode weniger auf eine 
sehr genaue Bestimmung als auf eine rasche Orientierung ankommt. Aus diesem Grunde 
wird man in verwickelteren Fällen zur Bestimmung von D, und 8, zur graphischen Inte- 
gration greifen. 


n? n? 
Der Unterschied 4 + D,) bleibt durchwegs weitaus unterhalb S,. Ob daraus 


()? 
zu schließen sei, daß die Abschätzung (12) für den Eigenwert vielleicht zu grob ist, möge 
dahingestellt bleiben. 


6. Die mehrfeldrige Saite. In Abschnitt 3 haben wir über die Funktion 4 (x) sehr ein- 
schneidende, durchaus nicht im Wesen der Sache liegende Voraussetzungen gemacht. Die 
Voraussetzung der zweimaligen stückweise stetigen Differenzierbarkeit von q(#) ist allerdings 
in den meisten praktisch vorkommenden Fällen erfüllt. Selbst in dem Falle, daß diese Voraus- 
setzung nieht erfüllt sein sollte, wird man leicht die Funktion 4 (x) durch eine neue Funktion 
mit der genannten Eigenschaft gut approximieren können. Hingegen wird man trachten, sich 
von der Voraussetzung der Stetigkeit von (x) im ganzen Intervall (V,1) zu befreien und 
stiückmweise stetige Funktionen zuzulassen. Tatsächlich wurden Saiten mit stück weise konstanter 
Diehteverteilung von vielen Autoren '®) und mit stück weise stetig veränderlicher Massenbelegung, 
z. B. von Karas'’) untersucht. Mit Rücksicht darauf, daß diesem Fall einige Wichtigkeit 
zukommt, soll hier noch gezeigt werden, wie die hier durchgeführten Ansätze im Falle stück- 
weise stetiger und zweimal stückweise stetig differenzierbarer Funktionen (x) abgeändert 
werden müssen. 

ls ist ganz klar, daß in diesem Falle der Ansatz 

_1 An 


nieht mehr verwendbar ist, weil er den an die Näherungsfunktion zu stellenden Forderungen 
(wir mußten von ») Stetigkeit im ganzen Intervall verlangen, um diese Funktion nach den 
Kirenfunktionen in eine im ganzen Intervall gleichmäßig konvergente Reihe entwickeln zu 
können) nieht Genüge leistet. 

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, setzen wir voraus, daß q(#) eine einzige 
Unstetiekeitsstelle « aufweist (O<a< 1) und fragen uns, wie dieser Ansatz abzuändern sei, 
damit die Näherungsfunktion außer den Randbedingungen » (0) = n(1)=0 noch den Übergangs- 
bedinzungeen 


ia = 0), (a 7 (a +0) 


venüge. Letztere bringen zum Ausdruck, daß »; samt ihrer ersten Ableitung stetig durch die 
Sprungstelle hindurchgeht. 


Wir setzen zur Abkürzung 


| 0 
() dr ; 
(23). 
| 
+0 
Die Näherungsfunktion 
x | 
umel (24) 


16) Verl. z. B. M. Poisson: Mouvement d’une eorde vibrante, eomposce de deux parties de matieres differentes- 
Journal de L’eeole Royale Polytechnique 11 (1820), p. 42. 
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erfüllt offenbar bei beliebigen Werten von » die Randbedingungen und geht stetig durch die 
Sprungstelle. Damit auch ihre Ableitung stetig durch die Sprungstelle hindurchgehe, d. h. 
damit 7’ (a —0)—=1'(a+0) sei, muß » der Gleichung 


4q, 
| 
sınv Q),, ), yq,cosvßQ, 
genügen. 
Für die durch (24) erklärte Näherungsfunktion ist 
und » (x) bedeutet wieder die dureh (9) erklärte Funktion. 
Aus (3) ergibt sich 
| 
H=\yg,sin’»v sin’vndn.: 2 2.2.20. .026), 
0 0 . 
x 1 
wobei 
0 x 


gesetzt wurde. Wenn die Integration in (26) ausgeführt und hernach zur Vereinfachung (25) 
verwendet wird, ergibt sich schließlich 


| | 
sin’vQ,+ > 4» sın’ ), — 4q, 


Die weitere Rechnung verläuft ganz wie früher und braucht hier nicht ausführlich wieder- 
holt werden. Man berechnet 


1 
D da 
und 
l 
D’yı da, 


und erhält für den Eigenwert die Abschätzung 


in der » die Wurzel der Gl. {25) bedeutet. Die Rechnung ist im einzelnen viel verwickelter 
als im Falle der einfeldrigen Saite. Indessen ist dies eine Komplikation, die in der Natur 
der Sache liegt. 


Die Saite mit mehr als zwei Feldern ist ganz entsprechend zu behandeln. Freilich 
wächst die Rechenarbeit mit der Anzahl der Felder sehr schnell. 


7. Zusammenfassung. Durch Anwendung einer von Weinstein stammenden Methode 
wird die näherungsweise Bestimmung der Eigenfrequenzen inhomogener Saiten mit Fehler- 
abschätzung durchgeführt. Besondere Annahmen über die noch frei wählbare Näherungs: 
funktion führen zu den bekannten asymptotischen Darstellungen der Eigenwerte der Sturm- 
Liouvilleschen Randwertaufgaben, wobei aber im Gegensatz zur üblichen Darstellung das | 
Restglied abgeschätzt werden kann. An Hand dieser Fehlerabschätzung zeigt sich, daß die 
asymptotische Darstellung der Eigenfrequenzen in den meisten praktisch vorkommenden 
Fällen bereits für den Grundton brauchbare Näherungswerte liefert. Diese Tatsache wurde 
für den Sonderfall der inhomogenen Saite mit parabolischer Dichteverteilung bereits früher 
nachgewiesen. 9 
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Über die Berechnung und Darstellung der Eigenfrequenzen 
homogener Maschinen mit Zusatzdrehmassen. 
Von Theodor Pöschl VDI und Lothar Collatz in Karlsruhe. 


1. Vorbemerkung. Die Berechnung der Eigenschwingungen von Maschinen ist in der 
letzten Zeit dureh zahlreiche Arbeiten, unter denen insbesondere die von R. Grammel') zu 
nennen sind, in sehr vollständiger Weise dargestellt und für eine große Zahl von praktisch 
wichtigen Fällen ausgeführt worden. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß man durch 
Verwertung des Differenzenverfahrens zu einer besonders einfachen Form der Ergebnisse 
gelangt, die im Fall der homogenen Maschine schon in einer Arbeit von P. Funk’) erhalten 
ist, hier aber auch auf homogene Maschinen mit einer oder zwei Zusatzdrehmassen ausgedehnt 
wird. Die Frequenzengleichungen ergeben sich in trigonometrischer Form. Für eine homogene 
Maschine mit beliebiger Zylinderzahl und einer Zusatzdrehmasse gestatten sie eine sehr 
zweckmäßige nomographische Darstellung, die an Übersichtlichkeit von keiner anderen über- 
troffen werden dürfte, und insbesondere auch die Veränderung aller Eigenfrequenzen bei 
Änderung irgendeines der geometrischen oder mechanischen Parameter zu verfolgen gestattet. 
Diese Nomogramme sind für den praktischen Gebrauch von großem Nutzen. 

Es braucht nicht besonders bemerkt zu werden, daß alle diese Entwicklungen auch für 


andere homogene Schwingungsanordnungen mit Zusatzmassen unverändert Geltung haben. 


2. Bezeichnungen und Grundgleichungen. Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen 
(Abh. 1): 


| J, | Jn | J | J | E | 
6, 4, 6. On 0 9 88 
Abb. 1. Abb. 2. 
die Drehmassen auf der Welle, 
dien —+1 Drehwinkel dieser Drehmassen, von einer 
beliebigen raumfesten Richtung aus gemessen, 
l,(#®°-1,2,.....n) die Längen der » Wellenstücke zwischen den Dreh- 
massen, 
Gh die Verdrehungssteifigkeiten dieser n Wellenstücke, 
Cr die üblichen Abk | 
n) die üblichen Abkürzungen vel, srammel, 
gen (vg | 


Fußnote 1). 


Dann lauten die Bewegungsgleichungen für die a —1 inneren Drehmassen 


Cr +1 
k 1 l k 
oder 
R. tGrammel: 1]. Ein nenes Verfahren zur Bereehnung der Drehschwingungszahlen von Kurbelwellen. Ing.- 
Arch. 2 (1931), S. 228 bis 24. — 2. Die erzwungenen Drehsehwingungen von Kurbelwellen. Ing.-Arch. 3 (1932), S. 76 
bis Ss, 3. Die Bereehnung der Drehsehwingungen von Kurbelwellen mittels der Frequenzfunktionen-Tafel. Ing.-Arch.3 
(1932), S. 277 bis 297. t. Die Drehschwingungen der Bloekmotoren. Ing.-Arch. 5 (1934), S. 83 bis 91. 


®) P. Funk: Über die Bereehnnng der kritischen Drehzahlen bei homogenen und fast homogenen Maschinen. 
ZAMM 15 (1035), S. 113 bis 120, 


Ka 
.. 
| 
| 
0 2 Ak n-] n 
7 2 k nın 
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Die Gleichung für die Drehmasse ©, lautet 
und für die Drehmasse ©, 
Diese (n +1) Gleichungen stellen die Grundgleiehungen des Systems dar. 


Bekanntlich kann man die Anzahl dieser Gleichungen dureh Einführung der „Verdreh- 
winkel“ , an Stelle der „Drehwinkel* 9, um 1 erniedrigen; die Verdrehwinkel sind 
Wir denken uns links und rechts außerhalb der Drehmassen ideelle Wellenstücke hinzu, 
dlie bei dem Schwingungsvorgang keine Verdrehungen erleiden und für die daher die Gleichungen 
bestehen 
Diese Gleichungen stellen die Randbedingungen für die in den 7, geschriebenen 
Gleichungen dar, die man dadurch erhält, daß man die Differenz zwischen der k-ten und 
1)-ten Gl. (2) bildet; diese lauten 


Bildet man die Differenz der Gl. (2) für k=1, und der Gl. (3), so findet man die Gleichung 
für 


te 
und die Differenz zwischen der Gl. (4) und der Gl. (2) für kn 1 gibt die Gleichung für yr,: 


Die Gl. (7), (8), 9) stellen » Gleichungen für die n Größen y,(k=1,2,...n) dar; zu diesen 
treten noch die Festsetzungen (6) für k=0 und für ken-1. 


Eine Maschine bezeichnet man als homogen, wenn alle e, und e, einander gleich 
sind (Abb. 2); wir schreiben 


Dann nehmen die Gl. (8), (7), ©) die einfachere Form an 


I-%, | 


Um die Eigenschwingungen zu ermitteln, setzt man in bekannter Weise 
und erhält als Bestimmungsgleichungen für die y';, die wir noch durch die Glieder y, und 
ergänzen, 


2 Yat Yn+ 


Hierzu tritt noch y,=0O, 


3. Auflösung der Gl. (13). Wir lösen diese Gleichungen durch den bekannten, und auch 
schon früher wiederholt verwendeten Ansatz’) 


3) Vgl. etwa Enzyklopädie der math. Wiss. Bd. IV, Art. 26 (H. Lamb), S. 242 u. f. und die oben genannte Arbeit 
von P. Funk. 


N 
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s soll darin einen zunächst noch unbestimmten (möglicherweise auch komplexen) Parameter 
bedeuten. Geht man mit diesem Ansatz in die Gl. (13) für k=2,...n- 1 hinein, und benutzt 
die Identität 

sin (k—-1)s+sin(k +1l)s=2sinkscoss, 


so erhält man 


2 (1L—coss) 


0 sein soll, so genügt der Ansatz (14) von selbst auch der Gl. (15) für k=1. Um 


Da y 
io 
der letzten Gl. (13) zu genügen, hat man noch die Bedingung y„+,= 0 zu erfüllen und diese 
lautet 
(16). 
Diese Gl. gibt die noch fehlende Bestimmungsgleichung für s und liefert 
(n+lV)semn, 
also 
ma 
n- 1 
Die Gleichungen | 
2c n—1 | 


geben daher die » Eigenfrequenzen der homogenen (n + 1)-gliedrigen Schwingungsanordnung'). 
Aus der Gl. (14) folgt zunächst das bekannte, von R. Grammel ausgesprochene Er- 


gebnis, daß für alle » die Beziehung gilt „.2. Die Gl. (17) kann auch geometrisch ver- 
= - 


anschaulicht werden (Abb. 3): Man zeichne eine halbe Kosinuslinie in beliebigem Maßstab 


w 


Anzahl der Drehmassen 


+ 
iS 
Oo 
Oo 
oo 


Abb. 3. 


für Abszisse und Ordinate. Teilt man dann die Länge = in n-+1 gleiche Teile, so geben die 


welche die Eigenfrequenzen be- 


n Ordinaten der 'Teilungspunkte die n Werte Bye 


durch 


stimmt sind. 


4. Die Grammelschen Frequenzfunktionen f sind die Werte der Determinante des Gleichungs- 


systems (13). Führt man in diese Gleichungen das Ergebnis (14) ein, so ergibt sich 


— (n Reihen, n Spalten) 
0 l , —2coss, 


und es gilt 
4 Wie Hr. Prof. Grammel dem erstgenannten Verfasser in freundlicher Weise mitteilte, ist auch er schon 


längere Zeit im Besitz dieses Ergebnisses. 


= 6 6 6 6 6 
17 
d d 


u: 1938 Pösehl und Collatz, Über die Bereehnung homogener Maschinen 189 


Auch diese Gleichungen können durch den Ansatz (14) gelöst werden, und es ergibt sich, 
wenn f, 1 sein soll, | 
sın(a+1)s 


(15), 
sin s 


ein auch in der Arbeit von P. Funk enthaltenes Ergebnis. 


5. Die homogene Maschine mit einer Zusatzdrehmasse. Auch für diesen Fall kann man 
für die Eigenfrequenzen eine einfache Darstellung angeben. Sei wie bisher eine homogene 
Maschine mit a +1 Drehmassen mit der Konstanten e gegeben, die rechts in der Entfernung 
„+, noch eine weitere (n +2)-te Zusatzdrehmasse 9,4, an einem Wellenstück mit der Ver- 
drehsteifheit J trägt; außerdem sei 


Un+; 


n+ı> 


und 


Die Bewegungsgleichungen (13) nehmen in diesem Fall für die (n-+ 1)-te und (n + 2)-te 
Drehmasse die Form an 


cd) 


In+tı 


Alle vorhergehenden Gleichungen sind durch den Ansatz (14) y,;=sinks für k=0, 1,...n 
von selbst erfüllt, Nur die Bestimmungsgleichung für s wird eine andere. (Es braucht jetzt 
nicht y„+,=sin(n-+1)s zu sein!) Um die neue Gleichung zu erhalten, eliminieren wir 
„+, aus den beiden Gl. (19) und finden 


2 


In+tı Yn+ı 
Der Ansatz (14) führt jetzt nach Einführune von — =2(] cos s) auf die Gleichung 


Ya+.ısinns 
2 (1 COS s) 
vn+i 


sın(in +1)s+ 0 


Die na-+1 Wurzeln s dieser Gleichung sind dann in die Gl. (15) einzusetzen, um die Eigen- 
frequenzen zu erhalten. 

geht diese Schwingungsanordnung in eine homogene Maschine mit 
n +2 Drehmassen über und die Gl. (21) ın 


sin (n+2)s=0, 


wie es sein muß. 


6. Nomographische Darstellung der Eigenfrequenzen. Die Gl. (21) eignet sich unmittelbar 
für eine nomographische Darstellung. Die Zusatzdrehmasse 9,+, gibt Anlaß zur Einführung 
der beiden Parameter y„+, und y’„+,, deren Werte. die ganze Schwingungsanordnung kenn- 
zeichnen. Da diese Parameter in der Gl. (21) nur linear vorkommen, erhält man für diese 
Größen zwei gerade, reguläre Skalen. Für s ergibt sich dagegen eine krummlinige Skala, die 
für die homogene Maschine mit »-+1 Drehmassen und einer Zusatzdrehmasse aus » + 1 Ästen 
besteht. Die Schnittpunkte dieser krummlinigen Skala mit der durch die „Punkte“ y„+, 
und y’„+, laufenden Fluchtgeraden liefern die gesuchten Werte von s; in zweckmäßiger Weise 
sind an der krummlinigen Skala für s sogleich die Werte von w°/e nach Gl. (15) angeschrieben 
und an den Schnittpunkten unmittelbar abzulesen. 

Für die Anlage der Nomogramme mögen die folgenden Bemerkungen dienen. 


17 14 
| 
17 
Y 

Abb. 4. 


4 
| 
r 
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In einem rechtwinkeligen #-y-Achsensystem (Abb. 4) legen wir die y’-Skala in die y-Achse 
und die y-Skala in eine Parallele hierzu im Abstand a. Die s-Skala wird krummlinig und 
die Koordinaten der drei Skalen sind durch das folgende Schema gegeben 


in+ı Aa In+ı 
0 
sın(na +1)s -sinns 
| 2sın(a +1l)s —-sınns 2sın + 1l)s—sınns 


Die Bedingung, daß die zu +, und s gehörigen drei Punkte der «-y-Ebene in einer 
(reraden liegen, lautet dann bekanntlich 


a | 
Ys | 


und diese stimmt genau mit der Gl. (21) überein. 

Die s-Kurve besteht aus n +1 ins Unendliche laufenden Ästen, so daß das Nomogramm 

in dieser Form noch nieht unmittelbar verwendbar wäre. Es gelingt jedoch durch eine projektive 

Transformation, die außerhalb des Streifens O=.. = a liegenden Teile der s-Kurve auf ein 

endliches Gebiet abzubilden, wodurch die s-Skala in ihrer vollen Ausdehnung verwendbar wird. 
Dies wird durch die projektive Transformation zen (s. Abb. 4): 

a—ır ay—2: 


a—»>x’ 


Durch diese Transformation werden die aus dem Streifen O=Zx2=a herausfallenden Teile 
verade auf einen Streifen O=&£=a von derselben Breite a abgebildet. Hierbei geht die 
Achse (0) punktweise in die Gerade &=a über. Man kann die beiden Streifen = x = a 
und 0°. aneinanderschieben, so daß sie längs der y-Achse (y’-Skala) zusammenhängen. 
Die frühere y-Skala RE: geht über ın 


Ir 


== (), 2 Y. 


Die y-Skala erscheint daher ein zweites Mal am linken Rande des zweiten Streifens. Die 
Ablesung erfolgt jetzt durch einen gebrochenen Linienzug, der die Punkte y„+4, Yatıs Yntı 
miteinander verbindet, wie in den einzelnen Nomogrammen als Beispiel angegeben ist. 

In den Abb. 5 bis S sind die nach diesem Verfahren hergestellten Nomogramme für die 
praktisch wichtigsten Fälle der Zwei-, Vier-, Sechs- und Achtzylindermaschine mit je einer 
/Zusatzdrehmasse ausgeführt. 

Die Nomogramme zeigen übrigens, daß auch Werte von w?/e vorkommen können, die 
den Wert 4 übersteigen; die zugehörigen Werte von s sind dann komplex und zwar von der 
+io, so daß in Gl. (15) coss in — Evjo übergeht. In den praktisch wichtigen 
Fällen ist jedoch die Zusatzdrehmasse ©,+, meist sehr groß, und die Werte von y„+, und y’„+, 
daher kleiner als 1: in diesem Falle erhält man stets Werte von w?/e, die kleiner als 4 sind. 

Kin Vorteil dieser Nomogramme liegt auch darin, daß man mit ihrer Hilfe sofort über- 
sehen kann, wie sie h die sämtlichen Eigenfrequenzen der Maschinen bei Änderungen der Kon- 
stanten y„4, und y’„+, ändern: sie sind daher für den Konstrukteur ein wichtiges Hilfsmittel 
bei der Festlerung der geometrischen und mechanischen Konstanten der Maschinen. 


7, Homogene Maschine mit zwei Zusatzdrehmassen. a) Hat man zwei Zusatzdrehmassen 
und ©,.+, (Sehwungrad und Dyn: ımorotor) auf der rechten Seite der homogenen Maschine, 
und sind und die Konstanten der hinzutretenden Wellenstücke, ferner 


die zugehörigen Verdrehungen, so nehmen die Gl. für y,, die an 
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1! 


Jetzt hat man 


aus den beiden letzten Gl. y,+, auszureehnen, 


| 


C 
) 
1 
S 
Q 
4 
| 
4 
1 y' Q 


Abb. 5. Zweizylindermaschine mit einer Zusatzdrehmasse. 


Abb. 6. Vierzylindermasehine mit einer Zusatzdrehmasse. 
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23,3 
2, 

90088690 
Abh. 


Abb. 8. 


0. 


Secehszylindermaschine mit einer Zusatzdrehmasse, 


Achtzylindermaschine mit einer Zusatzdrehmasse. 
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und diesen Wert in die erste Gleichung einzusetzen; man erhält 


| In+ı Yn+2 "Yntı)'nta 
und nach Einführung von y;,=sinks fürk=n und k=n und 2(1-coss) die 


gesuchte Bestimmungsgleichung für s 


[2 (1 — cos s) — sinns 


COS 8) — Ya+ı) 12 (1 COSS) n+el 


sın(n +1)s + 


b) Für je eine Zusatzdrehmasse rechts und links hat man so vorzugehen: Der am rechten 
Ende der homogenen Maschine hinzutretenden Drehmasse 9,+, mit den Konstanten y„+,; 
y'a+, entspricht die in 5 abgeleitete Gleichung 


ar 
.) 
Diese Gleichung formen wir ganz so um, wie in 5 beim Übergang von Gl. (20) zu Gl. (21) 
und erhalten 


In ähnlicher Weise finden wir für die Zusatzdrehmasse © , am linken Ende der Maschine 
mit den Konstanten y, und y’, die „Randbedingung“ 


nr 


Um die Differentialgleichungen mit diesen beiden Randbedingungen zu lösen, hat man 


jetzt für y, den Ansatz in der Form zu verwenden 


=sin(ks-+.a), 


worin a zunächst unbestimmt ist. Dann lauten die Randbedingungen 


Yn+ı 
sin(ns-a)+ — sin 
‚n+i 
sına-+ sın(s + a)=0 
und die Elimination von a liefert für s die Besummungsgleichung 
sın(na —-1)s+ sın ns 
\ jo Yn+ı / 29) 
= sin(n+-1)s=0 
‚o ı 


Bei zwei verschiedenen Zusatzdrehmassen scheitert eine einfache nomographische Auf- 
lösung der Gleichungen für s an der großen Zahl von Parametern, die in den Gleichungen 
auftreten. Betrachtet man jedoch den Sonderfall, daß rechts und links je eine Zusatz- 
drehmasse von gleichem Trägheitsmoment im gleichen Abstand von dem homogenen Bestand- 
teil angeordnet sind, also 


° Y n+ı Yo — — . . . . . . (30) 


0 
ar 
‚vo 

% 
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angew. 


ist, so kann man wieder die Fluchtliniennomogramme für s und damit für angeben. 
pr 


man nämlieh ın der Gl. (25) die Hilfsgröße 


ein, so entsteht die in o quadratische Gleichung 
sın(n sin (n+1)s=0; 
die Auflösung dieser Gleichung lautet einfach 
sinns + sins 


sin (n + 1)s 


und nach Einsetzen des Ausdruckes für s erhält man die Bestimmungsgleichung für s 


Form 


sınns+siıns 


sin(n +1)s 2(1-- cos s) 


ar 


Führt 


in der 


(31). 


Wie man unmittelbar sieht, läßt diese Gleichung ein Fluchtliniennomogramm mit zwei 


parallelen regulären Skalen für y und y’ und einer krummlinigen Skala für s, bzw. 


zu. 


In Abb. 9 ist das zugehörige Nomogramm für » =-5, also für eine Sechszylindermaschine 


mit zwei gleichen Zusatzdrehmassen rechts und links dargestellt. 


| 
lag! 
| 3 
36 | 
| | 
| 
| 
| 
U N 


Abb. 9, Sechszylindermaschine mit zwei gleichen Zusatzdrehmassen rechts und links. 


8. Zusammenfassung. Die Gleichungen für die Eigenfrequenzen homogener Maschinen 
mit beliebiger Zylinderzahl und mit einzelnen Zusatzdrehmassen werden in geschlossener 


Korm angegeben. 


Für homogene Maschinen mit einer Zusatzdrehmasse gestattet die erhaltene 


Gleichung eine einfache nomographische Darstellung, die für praktische Zwecke besonders 


vorteilhaft ist. 


1 
[#7 
/ \ 
oo 
| 5 | 
| 
» \ | 71 | 
| 
| 
(6) /6) | - N | 
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Kinematische Erzeugung eines Dreiecks- 1angenten. die miteinander den Winkel «a ein- 


netzes aus Trochoiden. 

Satz: Man teile den Umfang eines Kreises vom 
Halbmesser 2 in eine gerade Anzahl gleicher Teile 
und projiziere die Teilpunkte senkrecht auf einen 


von zwei Teilpunkten begrenzten Durchmesser. 
Rollt nun dieser Kreis in einem zweiten vom 
Halbmesser 3, dann beschreiben die Projektionen 


Hypotrochoiden, die einer Steinerschen Hyyo 
zykloide eingeschrieben sind und in deren Innern 
ein Dreiecksnetz bilden (s. Abb.). 

Zum Beweise dieses Satzes führen wir ein recht- 
winkliges Koordinatensystem 7, ein, dessen Lage 


bb. 


aus Abb. 1 ersichtlich ist. Wurde der Kreisumfang 

in 2n Teile geteilt. so haben die Projektionen ? 
in 

auf den Durchmesser die Entfernungen 2«c0os 


n 
i==0,1...,n) von der Mitte M. Daß die auf- 
tretenden Trochoiden 

9 |] 
y=sin?p —?2eosasing 
in; 
a 1) 
n 


sämtlich der zum Wert @a==0 gehörigen Steiner- 
schen Zykloide 


gin 9 (2) 
y=sin 2g 2 sing J 


eingeschrieben sind, folgt einfach aus der bekannten 
Tatsache, daß letztere gleichzeitig Hüllkurve des 
Durchmessers ist. 

Die Trochoide (1) ist eine isoptische Kurve 
der Zykloide (2). und zwar erscheint aus ihren 
Punkten die Zykloide stets unter dem Winkel a. 
Um dies einzusehen, schreiben wir die Zykloiden- 
tangente in der Form 


. .. . 


dıe wir aus (1) durch Elimination von « erhalten; 
bei veränderlichem « und festem x ist nämlich (1) 
eine Parameterdarstellung des KRollkreisdurch- 
messers und somit jener Zykloidentangente, die 
gegen die z-Achse unter dem Winkel —y geneigt 
ist. Ersetzen wir nun in (3) 9 einmal durch 


a . . 
5, dann durch so haben wir zwei 
\ 


schließen. Aus diesen beiden in x und 4 linearen 
Gleichungen errechnet man leicht die Koordinaten 
des Schnittpunktes mit 


cos4y--2cos a cos2y| 


(4), 
y= — sind4y--2eosasin J 
welche bei veränderlichem y den Ort aller Punkte 
darstellen, aus denen die Zykloide unter dem festen 
Winkel « gesehen wird. Dieser Ort ist tatsächlich 
identisch mit der Trochoide (1), wie man erkennt, 


/ /, 
Abb. 2. 
wenn man g an Stelle von 2 schreibt. Man 
sieht weiters aus (1) oder (4), dab zu den Ge- 


sichtswinkeln @« und — «a dieselbe Kurve gehört. 

Aus jedem Punkt im Innern der Zykloide kann 
man drei dieselbe berührende Halbstrahlen ziehen: 
die Winkel, die sie miteinander einschließen, seien 
a,B,y(a Der Punkt liegt offenbar 
auf den drei zu den Gesichtswinkeln a,ß,.y ge- 
hörigen isoptischen Kurven und auf keinen anderen 
(von diesen Kurven können zwei oder alle drei 
zusammenfallen, dann ist der Punkt ein Doppel- 
punkt bzw. dreifacher Punkt). Um nun zu zeigen, 
daß die Gesamtheit aller isoptischen Kurven ein 
Dreiecksnetz bildet. haben wir nur noch die 
bekannte „Sechseckkonfiguration” nachzuweisen. 
Ein Sechseck aus Systemkurven um den betrachte- 
ten Punkt läßt sich aber sofort angeben: es wird 
gebildet aus den Kurven mit den Gesichtswinkeln 
genügend klein). 

Werden nun «, # und damit auch 7 dem System 
— (@=0,1,...n) entnommen, so ergibt sich das 
aus den Trochoiden (1) zusammen mit der Zykloide 
(2) gebildete Dreiecksnetz'). Abb. 2 stellt ein solches 


1) Es liegt auf der Hand, daß innerhalb eines geeignet 
eingeschränkten Gebietes, aus dessen Punkten sieh an 
drei beliebige Kurven (von denen zwei oder alle drei 
zusammenfallen können) drei Tangenten ziehen lassen, in 
ähnlicher Weise ein Dreiecksnetz aufgebaut werden kann, 
das aus isoptischen Kurven der drei Kurvenpaare besteht. 

Benützt man als Grundkurven etwa drei Kreise, 
so erhält man ein Netz aus Pascalschneeken. Arten 
die drei Kreise in Punkte aus, so besteht das Netz aus 
den Kreisen dreier Kreisbüschel, deren Grundpunkte 
ein Dreieck bilden. Artet nur ein Kreis zu einem Punkt 
aus, während die beiden anderen zusammenfallen, so 
ergibt sieh ein Netz aus konzentrischen Kreisen und einem 
System ähnlicher Pascalsehneeken gemeinsamem 
Doppelpunkt; dureh Inversion um diesen entsteht ein Netz 
aus Kreisen eines Büschels und untereinander ähn- 
lichen Kegelschnitten, 


2 
Fr 
\ 
| 
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Netz für n=6 dar: hier weist die isoptische Kurve 
für ö==2,4 einen dreifachen Punkt auf, während 
jene für ö=3 zu einem doppelt überdeckten Kreis 
ausfreartet ist. 

Nebenbei bemerkt, handelt es sich bei uns um 
das Diazonalkurvennetz des von H. Graf 
und R. Sauer („Über dreifache Geradensysteme 
in der Ebene. welche Dreiecksnetze bilden“. 
Sitzgsb. d. bayr. Akad. d. W. 1924) angegebenen 
Netzes, das aus Tangenten der Steinerschen 
Zykloide gebildet wird. Es sind daher umgekehrt 
die Diagonalkurven des Trochoidennetzes Tangen- 
ten der Hüllzykloide. Wie man aus Abb. 2 
sieht, wo dieselben zestrichelt vermerkt wurden, 
estatten sie eine einfache Kontrolle der Zeichnung, 

Die Fläche der Zykloide wird durch die Netz- 
kurven (1) in n? Maschen zerlegt: die Anzahl 


der Knoten ist „ (n-+-1) (n-+-2),. wobei die 3 
Spitzen und die 3 (n-—1) Berührpunkte mit- 
gezählt sind. Das Diagonalnetz besteht aus 3 


Tanrzenten. 


Wien. Walter Wunderlich. 761 
Ableitung Filonscher Antiplanspannungen 
aus dem Dreifunktionenansatz. 
"ilont) hat durch Nullsetzen von Spannungs- 
komponenten, welche einer Ebene, sagen wir der 
t, y-Ebene (in kartesischen Koordinaten 7, Y, 2) 
zugeordnet sind, den als „antiplan“ bezeichneten 


Zustand definiert, wobei sich neben bekannten 
äilen — wie reiner Zug, reine Biegung, Biegung 
mit Querkraft, reine Verdrehung — ein bemerkens- 
werter und bisher offenbar nicht beachteter Zu- 
stand mit 
2 
> | r | 
( 09 | 


herausstellte. Dabei ist € Konstante und y) 
eine harmonische Funktion der 7, y-Ebene. Dieser 
Zustand betrifft  beispielweise die Spannungs- 
verteilung eines prismatischen Körpers (z. B. eines 
Bolzens), der dureh Überwinden von Obertlächen- 
reibune in ein Loch getrieben wird: die Reibungs- 
kräfte (Schubspannungen) sind dabei in Richtung 
der Erzeugenden konstant. Man kann daher den 
eesamten antiplanen Zustand auch anschaulicher 
als den verallgemeinerten prismati- 
schen Spannungszustand kennzeichnen. 

Im foleenden zeige ich, wie sich das zugehörige 
leicht aus meinem allgemeinen 
räumlichen Dreifunktionenansatz herleiten läßt. Ich 
beschränke mich dabei auf den nicht-trivialen Fall 
mit 0,—= 

Entsprechend dem Dreifunktionenansatz ?) gilt für 
die Verschiebungen &, n, 2 und die Spannungen 
6, T,y usw. in kartesischen Koordinaten 7, vu, 2 
allgemein: 


Or 
= + 2a D,) 


-)\ 


N 
2G 02 “) 


1) Filon, L. N. G.: Proe. Roy. Soe. London A 160, 197 
bis 154 (1937). 

2), Neuber, H.: „Kerbspannungslehre*, Berlin (1937), 
Abschnitt ferner ZAMM (1034), S. 203 bis 212, 


”F,/ 
0, > 2 
0? 1 Aa 
| 
F | d >) 
OF Ö PD, 
0402 Ö2 7, 


Hierin bedeuten 


a=2— 2m... 
und 
P,. ?, sind harmonische Funktionen, also 
Lösungen der Gleichung 


Ich behaupte, daß der mit den Gl. (1) wieder- 
gegebene Filonsche Zustand folgendermaßen aus 
lem Dreifunktionenansatz gewonnen werden kann: 


Man setzt 


1 5 — 
P,: — —( (22? -327?2-3y?z 
0 a / 12 (4 a) \ ); 
1 
P,—0. d,—0, P, (6). 
(! 
+ (22? — 2? — 
"4(4—a) 


Wie man sich leicht überzeugt, sind die Funktionen 


223 —5r’23y?z 


und 


- 


2? — 1? — y? 


harmonisch, ebenso auch 29, nachdem 9 als har- 
monische Funktion der x, Y-Ebene vorausgesetzt 
ist. Damit ist die Bedingung (5) für 2, und 9, 
befriedigt. Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in 
die Beziehung (4) ergibt sich 


F == (—2-+ 2? 
6(4 a)" « 
+ (6 —3a) (2?+y?) 2] 
und daraus 
IF 


Aus (2) folgt schließlich 


— 
Ur2, 
2G(4 — a) 
UzyY, 
2G(4— a) 9: 
1 
(?— r?’— y)+—g, 
2(7(4 a) (i 
y=0, 
Ü 
0,7 — — 
> Y I 
.,89 
T; +) 1 
w.z.b. w. 
Braunschweig. H. Neuber. 79 
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Zur Konvergenz des NewtonschenNähe- 
rungsverfahrens. las Newtonsche Nähe- 
rungesverfahren auch für mehrere Variable konver- 
giert quadratisch. Ist also ö, der Fehler des n-ten, 
der des (n—+-1)-ten Näherungswertes, so ist 
im Konvergenzbereich 


Für den Fall einer Variablen!) habe ich gezeigt, 
wann dureh Transformation der Faktor A verkleinert 
wird. Zweck hat eine derartige Transformation 
nur im Anfang, wenn man mit sehr rohen Näherungs- 
werten mit einem Schritt der Nullstelle möglichst 
nahekommen will. Unter Umständen erreicht man 
dadureh auch eine solche Erweiterung des Kon- 
vergenzbereiches, daß ein ursprünglich nicht in 
diesem liegender Näherungswert in ihn hineinrückt. 
Ist man der Nullstelle schon sehr nahe, wird man 
das gewöhnliche Newtonsche Verfahren anwenden, 
das weniger Rechenarbeit erfordert. Als Kriterium 
für eine Konvergenzverbesserung ergab sich, daß 
der Differenzenquotient der transformierenden Funk- 
tion für zwei aufeinander folgende Näherungswerte 
kleiner sein mußte als die Ableitung für den ersten 
dieser Werte. Hier soll ein anderes Kriterium für 
die Konvergenzverbesserung durch Transformation 
abgeleitet werden, das natürlich im wesentlichen 
mit dem angegebenen übereinstimmt, das aber den 
Vorteil hat, daß es auf den Fall mehrerer Variablen 
übertragen werden kann. 


1. Das Newtonsche Verfahren kann man als 
Iterationsverfahren ansehen ?), angewandt auf eine 
Gleichung 


f(x) 


. (2) 


2). 


Sind & die Nullstelle von /(z)=0, und 
zwei aufeinanderfolgende Näherungswerte, so hat 
man bei Vernachlässigung der Glieder dritter und 
höherer Ordnung in falls nieht Null 
ist, die bekannte Fehlerabschätzung 


Führt man nun dureh die Gleichung 


eine neue Variable ein. bezeichnet die Ableitung 
nach z durch einen Punkt, setzt A=u(E) und 
deutet durch Überstreiehen an, daß die betreffende 
Funktion auf z als Veränderliche umgetormt ist, so 
hat man jetzt das Iterationsverfahren auf die 
Gleichung 


(5) 


anzuwenden. Zur Fehlerabschätzung erhält man 
entsprechend (3) 


1) ZAMM 16 (1936), S. 315 bis 316. 


®) Willers: Methoden der praktischen Analysis, Berlin 
1928, S. 171 bis 174 u. S. 176 bis 178. 


Eine einfache Rechnung ergibt, daß 


— (E)u” (£) 


(7) 


ist. Somit erhält man, wenn man immer nur die 
Glieder niedrigster Ordnung in und 
hinschreibt, 


A— =U(E)(E — 

- 2.)° 

2 (&) 
oder 

1 /f’ (&) u’ 


Ein Vergleich von (3) und (8) ergibt, daß der Fehler 
von £,+, kleiner als der von 7,4, ist, wenn 


ist, wo genau genommen als Argument £ zu wählen 
ist*). Bei den hier gemachten Vernachlässigungen 
wird es aber ausreichen, wenn man irgendeinen 
zwischen £ und 7, liegenden Argumentwert nimmt, 
wie man auch aus der in der Anmerkung gere- 
benen genaueren Formel entnimmt. Es wird das 
auch deswegen erlaubt sein, weil der Unterschied 
zwischen der linken und rechten Seite der Un- 
gleichung nicht zu klein sein darf, wenn es sich 
um eine ins Gewicht fallende Verbesserung der 
Konvergenz handeln soll, so daß geringe Änderungen 
der in (9) benutzten Größen keine Rolle spielen. 
Die Bedingung (9) kann nur erfüllt werden, einmal 


[7 
7 
wenn und eleiche Vorzeichen haben und wenn 
u Pi, 
weiter <2 ist. 


7 


Dieses Kriterium stimmt innerhalb der in Frage 
kommenden Genauigkeit mit dem in der erwähnten 
Arbeit angegebenen überein. Es sollte dort 


1 


H (24) 


2 u’ 


| 


sein. Für >r„ muß also <0 sein. Das 
u 


Newtonsche Näherungsverfahren darf aber in 
diesem Fall nur angewendet werden, wenn man 


[23 
von 2-Werten ausgeht, für die ist. Für 
mub >0 sein. In diesem Fall darf 
man nur von solchen z-Werten ausgehen, für die 


y >V ist. Beide Brüche müssen also in beiden 


Fällen das gleiche Vorzeichen haben, wenn das 
3) Kine genaue Abschätzung ergibt 


wo x* und x** Werte von x sind, die zwischen S und X, 


liegen. Die oben angegebene Abschätzung reicht für unsere 
Zwecke aus. 


u” 
| 
2 (8) 
1@) 
2=u(@)=2— 7, =u(z) — 
1 (6) 
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Verfahren nach der Transformation schneller kon- 
’ 

vergieren soll. Über die obere Grenze von , läßt 

sich aus Gl, (10) niehts entnehmen. Da gilt nur, 


daß man darauf achten muß, daß die Krümmung 
ihr Vorzeichen nicht ändert. 


2. Die hier gerebene Form des Kriteriums läßt 
sich auf beliebie viele Gleichungen mit der ent- 
sprechenden Anzahl von Veränderlichen übertragen. 
Wir beschränken uns hier auf drei Gleichungen 


Aus der Durehführungz der Rechnung wird man 
ohne Schwierigkeit die Möglichkeit der Verall- 


eemeinerun®e erkennen. Auch in diesem Fall läßt 
sich das Newtonsche Verfahren als Iterations- 
verfahren ansehen. anzewendet auf die drei Glei- 
ehunzen 


9: h; 
oh 
9, h, :D=y—v(z,y,2) (11), 
Ix 9x hx 
gu hu 
wo die Funktionaldeterminante 
4x hx 
9: h; 


selbstverständlich von Null verschieden sein muß. 
Sind die gesuchte Nullstelle. und 
zwei nacheinander berechnete 
Näherungeswerte dieser Nullstelle. so ist 


\s en) T 9 
(13) 
Je eine entsprechende Gleichung gilt für 7 — Ya-ı 


und für © — 2,434. Diein diesen Gleichungen auf- 
tretenden Ableitungen sind sämtlich an der Stelle 
zunehmen. Man,tindet sofort. daß für diesen 


Wert 


sind. so daß die linearen Glieder aus den Gl. (15) 


herausfallen. Ferner findet man 


9 
lz 9: h, :D; (15). 
9x 
9tmFım 
fu 94 My 


wo ! und »n jedesmal durch einen der drei Werte 
7.y oder z zu ersetzen ist. Damit ist ein Kon- 
vergenzkriterium gewonnen; bezeichnet man mit 
N bzw. M den maximalen Wert der absoluten Be- 
träge aller ersten bzw. aller zweiten Ableitungen 
von /, g und A und ist ö„ der absolute Betrag des 
absolut genommen größten der drei Werte & — r,. 


7 — und £ so folgt aus den Gl. (13) und (15). 
dab 

27 MN? 

D . . . . (16) 


sein muß. Das Verfahren würde also konvergieren, 
wenn man von einem Anfangswert ausginge, für 
den 


de < 17) 
97MN: 

ist. Das ist eine ziemlich rohe Abschätzung. Eine 


bessere würde man bekommen. wann man etwa den 
absoluten Betrag der absolut größten der Zähler- 
determinanten in (15) mit L bezeichnete, dann wäre 


9L 
D 


> 


(18) 


und es brauchte nur 


zu sein. Diese Gleichungen gelten hier innerhalb 
der gemachten Vernachlässigungen. Ostrowski?®) 
hat für zwei Gleichungen gezeigt. daß genau 


ist. wenn N und M der größte D der kleinste 
Wert der entsprechenden Größen in einem Quadrat 
bestimmter Seitenlänge um 5,7 als Mittelpunkt 
sind. Der Beweis würde bei Übertragung auf drei 
Variable die Ungleichung (16) ergeben. 


3. Wann wird nun die Transformation auf neue 
Variable 

2) 
die Konvergenz beschleunigen. d. h. wann treten 
für die Größen gxx usw. in (15) kleinere Werte 
ein? Ist eine Funktion auf diese neuen Variablen 
transformiert, soll das wieder durch Überstreichen 
angedeutet werden. Ferner soll 


: W (E, N. 


gesetzt werden. Die (11) entsprechenden Gleichungen 
lauten für die neuen Variablen 


4, ()strowski: Comment. math. Helvetieci 9 


S. 79 bis 109. 


(1937), 
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u u Mu D 
F Ir h, 


Wo 


Yu hu 


Iw MER 


ist. Nun bereehnet man leicht 


| 0, W;| | Ux Wx 
! x U x U Y 
y Uy N W; U; Wx Ux 99 
Hy "y Ux "x 
H- Hx x Uy Uy 


und entsprechende Gleichungen für g und A. Hier ist 


U; W; 
Ferner findet man. daß 
A-D=D ...... (24) 


ist. Setzt man das alles in (20) ein und formt 
um, wird 


UZU— PU — 2) 
AV: (rt, y, 2) (25). 
— —yWy—XUW; =Ä(T,Y, 

Daraus ergibt sich für den Fehler der (n —+ 1)-ten 
Näherung 


Unt+ı= — + P, (N 
Tr Py Yu)? + (Ö Zu)” (26) 
ru) — Yu) 
(9 Ya) Zn) 
— z,) (€ 
und je eine entsprechende Gleichung für 7 — Yu 
und © —2,+4,. Die Ableitungen sind auch hier 


natürlich an der Stelle £,»7,£ zu nehmen. An dieser 
Stelle sind =g=h=0alsoauhgyg 
Beachtet man ferner die Gl. (14), so findet man, 
daß die sämtlichen ersten Ableitungen von ®, I 
und X Null sind, daß also auch in (26) die linearen 
Glieder fortfallen, und daß weiter die 


m = — Uy Alm; 
Pım Um Plm — Ylm’y — (27) 


sind. wo wieder für / und m einer der Buchstaben 
x, oder z zu setzen ist. Denkt man sich das 
in (26) eingesetzt, entwickelt auf der linken Seite 
der Gleiehung und brieht die Entwicklung mit den 
(Gliedern erster bzw. zweiter Ordnung ab, erhält 
man die drei Gleichungen: 


> n’\s n 
1 (28). 


Durch Multiplikation mit «den entsprechenden Unter- 
determinanten von A und Addition erhält man 
aus (28) 


1 | S & 
Zu)” +2 Lu) (N — Yn) (29) 
1.9 ; 3 
und zwei entsprechende Gleichungen für 7 — Yaırtı 
und für ©— 2,4,. Hierin sind 
Im Hm lm | 
Am lu 94 hy :D Uy Uy Wy (30) 


und entsprechend sind die Koeffizienten in der 
Gleichung für 7 — 


| Im Um | 
9, Ah. |:D— iu, v, w, (8 
Ix 9x Ux %x Wx 


und die in der Gleichung für £ 


m” 


Hi 
m Ilm m 

Ayın fx 4x hx 
hy Hy "y y 


Hm !Ülm 
:D=- |: | (32). 


Auch hier ist für Z und »n je einer der Buchstaben 
y oder z einzusetzen. Eine Konvergenzver- 
besserung tritt sicher dann ein. wenn diese 
18 Ausdrücke A absolut genommen kleiner sind, als 
die entsprechenden in (15) angegebenen. Zur Er- 
füllung dieser Ungleichungen ist wie oben erforder- 
lich, daß der Minuend und der Subtrahend in den 
Ausdrücken für die Adas gleiche Vorzeichen haben. 
und daß letzterer absolut genommen kleiner ist. als 
las Zweifache des ersteren. Wenn auch nicht bei 
allen 18 Größen eine Verkleinerung einzutreten 
braucht, so ist doch erwünscht. wenn das bei den 
absolut genommen größten der Fall ist. 


4. An einem Beispiel, das dem Buch von Runge- 
König’) entnommen ist, sei die Wirkung einer 
solehen Transformation gezeirt. Dort werden die 
Gleichungen 


y? —1 0; —y—4—0 
behandelt, die eine Nullstelle &== 1.234272 .... 


7 = 1.661528... haben. Als erster Näherungswert 
wird dort 2,= 1.2. Yu = 1.7 genommen. Die An- 


5) Runge-König: Vorlesungen über nnmerisches Reeh- 
nen, Berlin 1924, S. 178 bis 179. 


14 


WER hr 
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wendung einer Transformation und der damit ver- 
bundene Rechenaufwand haben aber für einen so 
nahe der gesuchten Nullstelle liegenden Näherungs- 
wert keinen Zweck. Wir wählen daher als erste 
Näherunz etwa z,=1 und Nach der 
Formel (19) müßte 5,< 0.155 sein. Das ist bei 
obiger Annahme nicht mehr der Fall. Trotzdem 
befinden wir uns noch im Konvergenzbereich. Denn 
nach der genaueren Formel, die entsprechend (18) 
sich bilden läßt, muß 8,< 16 sein. Die zweiten 
Ableitungen seien hier für die Nullstellen angege- 
ben. Die für den Näherungswert würden etwa um 
10°/, davon abweichen und das fällt hier nicht ins 
(hewicht. Es ist 


0.276, 0,225] 


(99). 


0,683, = + 0.70, yyy 1,222 


1.372, Pxy 


und nach Formel (11) ergibt sieh 
rı 1.304, %, = 1,684. 


Wählt man nun z.B. = .r?, y?, so erfahren 
nur die erste und die letzte der Größen (33) eine 


Änderung und zwar wird Ar 0,562 und 
A, „= 10,620. Die beiden absolut größten Koeffi- 


zienten werden also verkleinert, währenddie anderen 
unzeändert bleiben. In «diesem Fall ergibt (19) 
d6,<055. während die Fehler der Anfangswerte 
etwa 0,52 betragen. Wir befinden uns also auch 
nach der rohen Formel im Konvergenzbereich. Als 
erste Näherungswerte ergeben sich 


1.268, 9, = 1.680, 


vor allem also für x ein günstigerer Wert. Wählt 


man u=r°, v=y°’ so wird 0,248 und 
+9.016 und die ersten Näherungswerte 


2,125 
weiehen erst in der dritten Dezimale von den 
richtigen ab. 
5. Auch auf die erweiterte Newtonsche Formel ®) 


\ 


(34), 


“) 


wo fr) = f„ gesetzt ist, kann man ähnliche Über- 
lerungen anwenden. 


6, S, z. B. Willers?), S. 175. Sehon Halley: A new 
and general method of finding the roots of equations. Phil. 
Transaet. of the Roy. Soe. London 18 (1694), S. 136 gibt 
zwei Formeln zur Bereehnung der Wurzeln einer Gleiehung, 
die in moderner Schreibweise (vgl. z.B. Bateman: The 
Am. Math. Monthly 45 (1938), S. 11 bis 17 lauten: 


— 
und 


In’ In’ 


Entwickelt man den Nenner, bzw. die Wurzel, erhält man 
die ersten drei Glieder»der rechten Seite der Gl. (34) und 
von dem ersten Summanden des vierten Gliedes bei der 
ersten Formel die Hälfte, während die zweite diesen 
Summanden richtige wiedergibt. Auch bei Euler: Differen- 
tialreehnung 11, Kap. 9, finden sich die ersten Glieder der 
Formel (34). 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


Um ein Maß für die Fehlergröße zu erhalten, er- 
setzt man ähnlich wie oben die rechte Seite der 
Gleichung durch P(r,„) und entwickelt um den 
Nullpunkt £. Dann wird für die nur durch ein 
Glied verbesserte Newtonsche Formel (£) 
=—-() und man erhält in erster Näherung 


also kubische Konvergenz. Auch hier kann man 
dureh Einführung einer neuen Variablen z2=«(.r) 
den Faktor von (£ — x,)? verkleinern und so älın- 
lieh wie bei der gewöhnlichen Newtonschen 
Formel den Fehler herunterdrücken. Durch ganz 
ähnliche Rechnungen, wie sie oben durchgeführt 
sind, erhält man dann 


1 u” (36). 
+ | ) (& 
3 \w 


Ganz entsprechend kann man den viergliedrigen 
Ausdruck behandeln. In diesem Falle werden 
und das erste Fehler- 
glied hat den Faktor ır,)*. Es lautet nach 
Kinführung der neuen Variablen 


u f 


(IT). 


1 
- n 


; 


Es kommt also hier darauf an, die Funktion « so 
zu wählen, daß nicht nur die Differenz aus dem 
Quotienten der zweiten und der ersten Ableitung 
der beiden Funktionen möglichst klein wird. sondern 
auch die aus dem Quotienten der dritten und der 
ersten bzw. auch der vierten und der ersten Ab- 
leitung. Für das praktische Rechnen kommt aller- 
dings eine solche Transformation kaum in Frage; 
man wird sich da auf die dreigliedrige Formel be- 
schränken. die die Kurve durch die Schmiegungs- 
parabel ersetzt. Ebenso wird man die erweiterte 
Newtonsche Formel für zwei Variable 


> — 29x 9x" Tun) 
9xx 29x 9xu 9x" 


wo auf der rechten Seite überall x, einzusetzen ist 
und D=f.94—Iy9x gesetzt ist, und die ent- 
sprechende Formel für 4, +, wegen der Umständlieh- 
keit der Rechnung nur ausnahmsweise anwenden. 


Dresden, Willers. 736 


| (5 — ru)? (85) 
2 
| 
) 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr. techn. P.WESSEL, Das Aufbauprinzip 
der Teehnik. 398. m. 14 Abb. München 1957, 
Verlag von Ernst Reinhardt. Preis brosch. 1,50 M. 

Verf. will in der vorliegenden Schrift die Gesetz- 
mäßigkeiten aufzeigen, denen jene Reihe von Einzel- 


handlunzen zehorcht, durch die die Technik zu 
ihren Erzeugnissen gelangt. Dieses „Aufbauprin- 


zip“ erblickt Verf. in einer Anzahl von einzelnen 
(Grundsätzen, die bei der Herstellung «einer Ma- 
schine von der Ausarbeitune eines Plans an über 
die Auswahl der Rohstoffe und die Herstellung der 
Hilfsmittel bis zur Schaffung der Maschinen- 
elemente und dem Aufbau der Maschine zur An- 
wendung kommen. Es finden zuerst Erwägungen 
über die Forderungen des Auftraggebers statt, 
über die Möglichkeiten der Lösung der Aufgabe, 
die Wahl der Mittel usw. bis zur Fertigstellung 
eines Konstruktionsblattes: Organisations- 
prinzip. Sodann wird das Material dem spe- 
ziellen Falle angepaßt und geprüft: Auslese- 
prinzip. Das Bemessungsprinzip sorgt 
für die riehtige Dimensionierung der Teile in Hin- 
sicht auf die Belastung. In einem weiteren Ab- 
schnitt wendet sich Verf. Betrachtungen über die 
Herstellune der wichtigsten «einfachsten starren 
Körper (Spitze, Zirkel. Gelenkzirkel) zu; bei Er- 
örterunz «des Meßlineals und vor allem der Zeit- 
mebinstrumente tritt das für die aufbauende Tech- 
nik bedeutungsvolle Erfindungsprinzip in 
den Kreis der Betrachtungen. Die Gewinnung der 
technischen Fundamentalerößen (Winkelmaß, Qua- 
der, Zahnrad, Schraube mit Mutter, Welle und 
Lager) geschieht auf Grund des Prinzips der 
Form-Härte-Abstufung. Nachdem sodann 
die Zusammensetzung der Maschine vonstatten ge- 
eangen ist, erfolgt die Ausgleichung etwa noch 
vorhandener Form- und Larefehler einzelner Teile 
entweder durch die Hand (Zwischenverfei- 
nerunesprinzip) oder durch die laufende 
Maschine selbst (Selbstverfeinerunes- 
prinzip. Im Rückwirkungsprinzip er- 
bliekt Verf. schließlich einen Grundsatz, nach dem 
letzte, feinste Formgestaltingen durch das Zu- 
sammenwirken sämtlicher am  Gestaltungsprozeß 
beteilirten Faktoren zu erreichen sind. 

So versucht die kleine Schrift „den Weg zu 


zeigen, welchen die Technik von dem  primi- 
tivsten Urzustand einer unberührten Erde bis zu 


ihrer höchsten Entwicklune eine“. Mae (er Ver- 
such des Verf. in dieser Form endeültie sein, mas 
er zunächst nur ein Programm darstellen. jeiden- 
falls ist es dankenswert, daß ein Techniker #s 
unternimmt. von den Gesetzmäßirkeiten des Pro- 
duktionsprozesses her in das Wesen der Technik 
einzudringen. 

3erlin. E. Mosch. 798 

VDI.-Jahrbuch 1938. Die Chronik der Technik. 
VII + 312 S. Berlin 1938. VDI.-Verlag. Preis 
brosch. 3.50 M. 

Das VDI.-Jahrbuch, das in jedem Jahre einen 
ausgezeichneten Überblick über das technische 
Schrifttum des vergangenen Jahres bringt. bedarf 
kaum noch einer Empfehlung. Es mag nur fest- 
eestellt werden, daß der Herausgeber Dr.-Ing. A. 
l,eitner nach wie vor erfolgreich bemüht ist. das 
Jahrbuch immer mehr auszubauen. Die Zahl der 
behandelten Gebiete, wie die der Literaturnach- 
weise (in diesem Jahrgane mehr als 10000) wächst 
von Jahr zu Jahr. Der diesjährige Band bringt als 
besonderen Beitrag die Rede, die der Hauptamts- 
leiter Dr. Todt auf der Kundgebune anläßlich des 
Zusammenschlußes der technischen Vereine und 
Verbände zum NSBDT. gehalten hat. Obwohl in- 


folee des reicheren Inhaltes der Umfang des Jahr- 
buches beträchtlich gewachsen ist, ist erfreulicher- 
weise der Preis der gleiche geblieben. 


Willers 87. 


Dipl.-Masch.-Ing. H. L. STUDER, Experimen- 
telle Untersuchungen über Flügel- 
schwingeunzen. Mitteilungen aus dem Institut 
für Aerodynamik der Eidgenössischen Technischen 
Hochschule Zürich, herauszereben von Prof. Dr. 
J. Ackeret. Bd. 4 (1936), S. 1 bis 98, 


Die bisher bekannten theoretischen Untersuchun- 
een über Flügeltlattern beschränken sich auf die 
dünne, in sieh starre oder einmal in sich kniekbare 
Platte (Flügel ohne und mit Ruder): dabei wir 
vorausgesetzt, daß die Schwingung um einen kleinen 
Anstellwinkel als Mittellage, den sog. mittleren An- 
stellwinkel, erfolgt und dabei die Amplituden klein 
bleiben. Diejenige Flug- oder Anblasegeschwindig- 
keit, bei der Flügelflattern einsetzt, wird als kri- 
tische Geschwindigkeit bezeichnet. 

Angeregt durch Vorversuche von J. Ackeret 
und H. L. Studer, in denen eine starke Abhängig- 
keit der kritischen Geschwindigkeit vom mittleren 
Anstellwinkel festgestellt wurde, untersucht H. L. 
Studer diese Abhängigekeit an drei Modell- 
tlüreln verschiedenen Profils im Windkanal. 

Wie an den drei Modelltlügeln übereinstimmenid 


festgestellt wurde, steigt die kritische Geschwin- 
diekeit bei kleinen mittleren Anstellwinkeln zu- 
nächst, wenn dieser Winkel vergrößert wird: sie 


fällt jedoch auberordentlich stark ab, wenn der 
mittlere Anstellwinkel positiv oder negativ — 
die Größenordnung erreicht, bei der im Falle statio- 
närer Strömung ein Abreißen der Strömung vom 
Flügelprofil stattfindet. Nach Überschreiten dieses 
Winkels um einige Grade erfolet eine erneute Zu- 
nahme der Geschwindigkeitswerte. Der Verfasser 
bezeichnet das Flattern um diesen „kritischen An- 
stellwinkel“, also im Gebiet wechselweise anlieren- 
der und abgerissener Strömung, als Abreißschwin- 
eunge (A-Schwingung) zum Unterschied gegen (das 
erstmalie von Birnbaum behandelte Flattern in 
anlierender Strömung (B-Schwin£ung). 

Gestützt auf Untersuchungen von Kramer 
und Farren über verspätete Abreibvorgänge bei 
instationären Anstellwinkeländerungen erklärt der 
Verfasser das Zustandekommen der Abreißschwin- 
eung aus einem aerodynamischen Hysteresiseffekt 
infolee eines zweiwertigen Luftkraftgesetzes im 
(Grenzgebiet, anliegender und abgerissener Strömung. 

Besonders wichtie sind der geringe Betrag der 
kritischen Geschwindigkeit und die starke Energie- 
aufnahme beim Flattern im Gebiet des kritischen 
Anstellwinkels. 

Studer zieht eine Reihe von Vergleichen 
zwischen A- und B-Schwingungen: z. T. gelangt 
er dabei zu Folgerungen über die B-Schwingungen, 
die den theoretischen Erkenntnissen widersprechen. 
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Dr. Ing. BRUNO ECK, Ventilatoren, Ent- 
wurf und Betrieb der Schleuder- und 
Schraubengebläse VIEL + 197 S. m. 19 
Abb. Berlin 1957, Verlag Julius Springer. Preis 
eeb. 13.50 M. 


In dem Buch von Eek wird wohl zum ersten Male 
der Versuch gemacht, die ganze Berechnung uni 
den Entwurf der Ventilatoren aufzubauen auf den 
Ergebnissen der neueren Strömungslehre. Die älte- 
ren Bücher über dieses Gebiet bestanden meistens 
aus einem ziemlich kurzen und primitiven theore- 
tischen Teil und einer ausführlichen Beschreibung 
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ler verschiedenen Bauarten. Da aber die Gestal- 
tun «der Ventilatoren durcehwee sehr einfach ist, 
hat der Verfasser sie in dem vorlieeenden Buch nur 
ranz kurz behandelt. Dadurch gewinnt er um so 
mehr Raum für die theoretische Behandlung. Hier 
hat er nieht nur das bereits Bestehende zusammen- 
restellt, sondern das ganze Gebiet vollkommen selb- 
ständier und vielfach in neuer Form und mit neuen 
rzebnissen behandelt. Hier sei z. B. die Frage 
nach dem Eintluß der endliehen >Schaufelzahl er- 
wähnt, die bis heute brennend, aber noch nieht enıd- 
eültie welöst ist. 

Das Buch zeiet aber auch. wie wenie wirklich 
sichere Forschungs- und Versuchserzebnisse auf dem 
(Webiet der Ventilatoren bis heute vorliegen. Des- 
halb hat der Verfasser viele Ableitunzen auf Grunid 
von Annahmen durehführen müssen. die zwar nahe- 


lierend. aber «durehaus nieht sichergestellt sind. 
Das eilt z. B. für die Untersuchung (des Stoßver- 


lustes und der sorenannten wirkungslosen Schaufel- 
enden. Viele dieser Ausnahmen und der daraus ee- 
zorenen Folgerungen müssen erst noch «dureh plan- 
mäßige Versuche nachgeprüft werden. Der Ver- 
[asser weist selbst verschiedentlich auf (diese Un- 
sicherheit hin. 

Der Hauptwert des Buches liegt darin, dab es dem 
Fachmann wertvolle Unterlaeen an «die Hand zibt 
zur einzehenden Berechnung und zum foleeriehtieen 
Entwurf aller wiehtieen Einzelteile der Ventilatoren. 
Dabei verwertet es die Erzebnisse der Forschung 
bis in die jüngste Zeit hinein und kann auch aus 
diesem Grunde als wirklich neuzeitlich angesprochen 
werden, 


Dresien. Sörensen. 01 


Dr. HEINRICH BLASIUS, Studienrat an den 
Techn. Staatsanstalten Hamburg, Wärme- 
Iehre. Physikalische Grundlagen vom 
technischen Standpunkt. VII+ 27 S. 
Hamburg 1937. Verlag von Bovsen & Maasch. 
P’reis geb. 7,60 M. 


Die erste, 1031 erschienene Auflage wurde von 
F. Noether in der ZAMM 11. S. 248 dahin gewertet, 
daß das Buch nieht nur für technische Mittelschulen 

aus deren Unterrieht es erwachsen ist sondern 
aueh für die Hochschulen als Leitfaden der an- 
eehenden  Maschineninzenieure und ebenso für 
Physiker, die der technischen Seite des Faches ihre 
\ufmerksamkeit widmen wollen. durchaus zu emn- 
fehlen ist. Das eilt auch für die zweite Auflawe. 
die die bewährte Stoffauswahl und Art der Be- 
handlune der ersten unverändert übernimmt und 
nur dureh zwei Absehnitte „Zustandseleiehunge und 
(Gesetz der spezifischen Wärmen der nieht-idealen 
und „Vermischte Aufeaben“ erweitert. 

Der erste (dieser Abschnitte zeigt die Verknüpfung 
der thermisehen und kalorisehen Zustandselei- 
ehunzen am Beispiel der Callendarschen 
für Wasserdampf, wobei der Hinweis nieht fehlt. 
daß (diese Gleichung den heutigen Ansprüchen an 
(Genauiekeit nicht mehr „enürt. Aus dem Ge- 
lankeneane heraus werden zugleich die Begriffe 
der partiellen Differentiation. des unvollständigen 
und vollständieen Differentials entwickelt. Das 
lieet sicher außerhalb des Gebiets der technischen 
Mittelschule. max aber für manchen Studierenden 
ler Teehnischen Hochsehulen eine ganz erwünschte 
mathematische Aufmunterunz bedeuten. 

In den .Vermisehten Aufeaben“ werden 
Kreänzuneen des früher zerebenen Stoffes zebhracht. 
un. a. das Ts-Diagramm für Dämpfe. Dabei sei zu 
S. 267 die Bemerkung gemacht, daß die Kompres- 
sorarbeit der Kältemaschine im Ts-Diarramm sehr 
wohl als Fläche erscheint. Als besondere Anwen- 
duneen der Theorie werden die Heißiuftmaschine 
und die Lindesche Luftverflüssieunesmaschine be- 
handelt. Den Raum, der der heute praktisch bedeu- 
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tuneslosen Heißluftmaschine zugewandt ist, hätte 
ich lieber für das verbrennungestechnisch besonders 
wichtige it-Diagramm benutzt zesehen. 


Freibere (Sa.), Fritzsche. 826 
Dr.-Ing. HANS HIEDL, Verbrauchsdia- 
eramme von Wärmekraftanlagen, 


Grundlagen und Entwurfsbeispiele., 
130 S. m. 101 Abb. Leipzig 1937, Verlag 
Johann Ambrosius Barth. Preis kart. 10,50 M. 

Beurteilung der Wirtschaftlichkeit von 
spielt ihr Energieverbrauch 
Seiner Ermittlung werden 


Bei der 
Wärmekraftanlagen 
eine wesentliche Rolle. 


bei ausgeführten Anlagen stets die wirklich vor- 
handenen  Betriebsverhältnisse zugrunde 
Bei der Wahl einer neu zu erstellenden Anlage 


wird dagegen wohl der Fehler gemacht, daß beim 
Vergleich der verschiedenen Ausführungsmöglich- 
keiten die volle Belastung der Anlage zu stark in 
ten Vordergrund gerückt wird. Das kann einer- 
seits zu falschen Entscheidungen führen, wird an- 
(lererseits aber auch bei an sieh richtie gewählten 
Anlagen zu Enttäuschungen bezüglich des Energie- 
verbrauchs führen, der sich im Betrieb ergibt. Der 
Verfasser hat sich das Ziel gesetzt, den planenden 
Inzenieur vor einem solehen Fehleriff zu bewahren 
und ihm das Mittel an die Hand zu geben, den 
Energieverbrauch für jede zu erwartende Belastung 
der Anlage mit ausreichender Sicherheit zu über- 
schlagen und bei seiner Entschließune über etwa 
einzuholende Angebote zu berücksichtigen, 

Der erste Abschnitt des Buches gibt die Grunil- 
lagen für die Ermittlung der Teillastkennlinien der 
Verbrennuneskraftmaschinen für s„asförmige und 
tlüssige Brennstoffe, der  Kolbendampfmaschinen 
und Dampfturbinen unter eingehender Berücksich- 
tigung der Heizdampfverwertung, wobei auf die 
frühere Veröffentlichung des Verfassers „Dampf- 
turbinen-Verbrauchsdiagramme" (A195) zurück ge- 
eriffen wird. Bei allen diesen Maschinen wird von 
ihren thermodynamischen Grundprozessen ausge- 
vanzen,. die in geschiekter Weise in Richtung des 
Teillastverhaltens mathematisch weiter entwickelt 
werden. Unter Benutzung verhältnismäßig weniger 
Erfahrungswerte werden die Ergebnisse dann zu 
klaren Sehaubildern verarbeitet. Wenn bei diesem 
Verfahren auch weitzehende Vereinfachungen „egen- 
über den in den Maschinen sich wirklich abspielen- 
den Vorzänzen eemacht werden müssen, so ver- 
(dienen (die zewonnenen Teillastkennlinien doch großes 
Vertrauen. So deckt sieh z.B. die Teillastkennlinie der 
Nutzleistung «ler kompressorlosen Dieselmaschinen 
canz hervorragend mit sämtlichen Ergebnissen der 
mustereültieen Versuche, die in Heft 314 der For- 
schungsarbeiten auf dem Gebiete des Inzenieur- 
wesens zusammengestellt sind. 

Im zweiten Abschnitt des Buches wird die Ver- 
wertung der Schaubilder des ersten Abschnitts für 
die Planune und für die Beurteilune des betrieb- 
lichen Verhaltens der einzelnen Maschinen und 
eanzer Wärmekraftanlaren darzelert und an einer 
erößeren Reihe von Beispielen gründlich erläutert. 

Das Buch wird dem Ingenieur, der eine normale 
Kenntnis der Teehnischen Thermo:lvynamik besitzt. 
hei seinen Planungen recht Dienste tun: auch 
den Stnmdierenden des Maschinenbaus kann es warm 
empfohlen werden 

Freibere (Sa.). 0. Fritzsche. 8% 

Dr. Ine. HERBERT 
tafeln für feuehte Luft. 
\bb. im Text u. 7 Fluchtentafeln. 
lax ‚Julius Springer. Preis brosch. 12,60 M. 

Die Zustände von Zweistoffgemischen bedecken 
bei konstantem Druck eine Fläche und werden be- 
sonders vorteilhaft in den von Mollier angegebenen 
Koordinaten Stoffzusammensetzung 7 und Wärme- 


JAHNKE, Fluchten- 
III + 32 S. m. 21 
Berlin 1937. Ver- 
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inhalt ö aufeetragen. Natürlich läßt sich ein der- 
artiees Diaeramm nicht allgemein dureh eine Fluch- 
tentafel ersetzen. Dagegen ist die Beschränkung 
auf konstanten Druck gerade bei feuchter Luft un- 
zureiehend. und es sind schon Wege angegeben, um 
in dem gleichen Diagramm die Darstellungen für 
verschiedene Drücke vereinigen zu können. Auf 
(‚rund der Tatsache, dab man die Zustände für 
feuchte Luft näherungsweise (dureh Mischung zweier 
vollkommenen Gase nach dem Daltonschen Gesetz 
bereehnen kann und daß die gebräuchlichen Dia- 
eramme für feuchte Luft auf diese Weise gewonnen 
sind. untersucht der Verfasser die Darstellbarkeit 
der hieraus folgenden Beziehungen in Form von 
Fluehtentafeln. Er findet, daß dies für sämtliche 
Beziehungen für feuchte Luft möglich ist, und ent- 
wiekelt daraufhin sieben Fluchtentafeln, aus denen 
man den Wärmeinhalt. die relative Feuchtirkeit so- 
wie «das Gesamtvolumen, spezifische Volumen und 
spezifische Gewicht in Abhängigkeit von der Tem- 
peratur und der Wasserbeimengung = zu einem kg 
luft bei beliebizem Druck und in verschiedenen 
Temperaturbereiehen entnehmen kann. Die mitt- 
leren spezifischen Wärmen sind den gewählten Tem- 
peraturbereiehen angepaßt. Es wird gezeigt, wie 
man allein an Hand dieser Diagramme die Ver- 
mischung, Verdunstung, Trocknung, Kühlgrenze 
usw. behandeln kann. Die Wiedergabe der Vor- 
eänee erweist sich auch in diesen Fluchtentafeln 
als außerordentlich anschaulich, so dab man (den 
Verlust an Allgemeingeültiekeit der Darstellungs- 
art zern für die bei feuchter Luft gewonnene Viel- 
seitiekeit und den Wegfall jeglicher Zahlenrechnung 
in Kauf nehmen wird. Da die feuchte Luft ein be- 
sonders auszedehntes Anwendungsgebiet hat und 
vielfach das einzige Zweistoffeemisch ist, mit dem 
sieh der betreffende Industriezweize beschäftigen 
muß. wird man dem Verfasser und dem Verlag für 
die Veröffentlichung der fertigen Fluchtentafeln in 
der erforderliehen Größe und Genauiekeit dankbar 
sein. Darüber hinaus dürften diese Tafeln zugleich 
eine Änrerunge sein, auch andere Stoffe mit ein- 
facheren Zustandsbeziehungen in Form von Fluch- 
tentafeln zur Darstellung zu bringen. 
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MAURICE BRICAS, Theorie del’Elasti- 
eite Bidimensionnelle. 398 S. Athen 1937. 
Pvros. 

Der Verfasser hat sich durch Abfassune des vor- 
liegen.ien umfangreichen Werkes über den ebenen 
Spannungszustand ein grobes Verdienst erworben, 


Ks war an der Zeit. die zahlreiehen Arbeiten über 


den ebenen Spannungszustand einmal zusammen- 
eefaßt darzustellen. Die Entwieklune der Elastizi- 
tätstheorie hat in den letzten Jahrzehnten «eradle 
in diesem Sondergebiet grobe Fortschritte aufzu- 
weisen. Dazu kommt noch die Spannungsoptik. die 
sich auch hauptsächlich auf ebene Spannungszu- 
stände beschränkt. 

In einem ersten Teil wird der allzemeine drei- 
achsige Spannungszustand in der üblichen Weise be- 
handelt. Dabei hält sich der Verfasser starks an 
französische Vorbilder. Nach einem kürzeren zwei- 
ten Teil über mehrfach zusammenhängende Körper 
wird im 3. Teil die zweidimensionale Elastizitäts- 
theorie in gewohnter Weise entwickelt. Beachtens- 
wert ist der 4. Teil. in dem die krummlinigen 
Koorilinaten einzeführt werden. 
zeiehnet sich dureh Einfachheit und Anschaulichkeit 
besonders aus. Es werden die wiehtiesten krumm- 
linieen Koordinatensysteme der Ebene behandelt. 
Für sie werden im 5. Teil gewisse einfache Grun:l- 
lösungen «der elastischen Gleiehunzen anzereben 
und tabellarisch zusammengestellt. Diese Zusam- 
menstellune ist ein wertvolles Hilfsmittel für den 
Aufbau neuer strenger und anzenäherter Lösungen. 
Ausführlich wird auf die rechteckige Scheibe, die 
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Kreisscheibe und elliptische Scheibe eingerangen. 
Der 6. Teil beschäftigt sich mit dem ebenen Span- 
nuneszustand, der von Massenkräften herrührt. Ins- 
besondere wird hier das praktisch wichtige Problem 
der Beanspruchungen in einer Tunnelwandung be- 
handelt. Es folgen die Besprechungen der Span- 
nungen infolge von Zentrifugalkräften sowie einige 
Beispiele von Wärmespannungen. 

Der Rest (des Buches ist der Spannungsoptik ge- 
widmet. Als Vorbereitung werden im 7. Teil die 
Hauptspannungslinien, Isoelinen und Ischoehromaten 
sowie die singulären Punkte besprochen. Der 8. Teil 
ejbt eine sehr ausführliche Darstellung der mecha- 
nischen Liehttheorie. Er behandelt ferner die für 
die Spannungsoptik erforderlichen Apparate, wie 
Nieolsches Prisma. Kompensator und Interferometer. 
Schließlich werden die grundlegenden Gesetze und 
Verfahren der Spannungsoptik, wenn auch ohne 
Beispiele. besprochen. Ein ausführliches Verzeieh- 
nis der wiehtiesten Werke und Arbeiten, auf den®n 
das Buch aufbaut, bringt (dieses wertvolle und in- 
haltsreiche Buch zum Abschluß. 

Das Buch setzt einen mathematisch gut geschulten 
l,eser voraus. Für einen solehen ist es leicht und 
flüssir geschrieben. Es kann wärmstens empfohlen 
werden. 

München. L.Föpp]. 802 

Dr. KARL ULLER, a. 0. 
Gießen. Die Entdeekune 


Prof. für Physik in 
des Wellen- 


Berriffes.. VI 116 8 m. 3 Abb. Würz- 
bure 19537. Verlae Konrad Triltsch. Preis kart. 


5.80 M. 

Das Buch will die Hauptzedanken der vom Verf. 
eeschaffenen, bereits in einer erößeren Reihe frühe- 
rer Schriften behandelten „Wellenkinematik“ dar- 
leeen. Mit der üblichen Darstellung der Wellen- 
bewerunge befindet sich die theoretische Physik 
nach Meinung des Verf, auf falschem Wege: die 
ersten Abschnitte seiner Schrift sind der bisherigen 
Theorie, ihren angeblichen Mängeln und den Grün- 
den ihres Versagens zewidmet. Das Wesen der 
Welle erbliekt Verf. in vier Eigentümliehkeiten: in 
ihrem Wanderzwange, in ihrer Quellenverbundenheif 
(nie darf sie in ihrer Entwieklune von der Quelle 
eetrennt gedacht und behandelt werden wie das (die 
theoretische Physik tut), in ihrer Individualität (die 
sich im „Interferenzprinzip“ geltend macht, (las 
aber nieht mit dem Youngschen Prinzip gleichen 
Namens zu verwechseln ist, sondern besaet, daß 
Wellen sich gegenseitie ebensowenie beeinflussen 
können wie die Zerlerune einer Welle in mehrere 
Teilwellen möglich ist) und in der Unabhängirkeit 
ihrer  Fortpflanzuneszeschwindiekeit von ihrer 
Stärke. Die aus diesen Postulaten folgende „reine 
Wellenkinematik“ betrachtet Verf. als eine aprio- 
rische Disziplin: „Welle ist eine Anschauungsform 
höherer Art mit den Kategorien des Raumes. der 
Zeit. der Substanzialität. der Fortpflanzunesfähie- 
keit, der Phase und der Kausalität als ihren Ele- 
menten. Daher ist die Wellenkinematik. wenn auch 
aus der Anschauung geboren, eine vorphysikalische 
Wissenschaft. Alle ihre Aussaeen sind (diesem 
Wesen nach von apodiktischer Gewißheit.“ Da die 
Welle ein Mittel braucht. in dem sie entsteht uni 
sich fortbewegt, so bedingt sie die Äthervorstellune: 
(die Relativitätstheorie ist zu verwerfen. „Der aller- 
kürzeste und bezeiehnenidste Beweis dafür. daß die 
theoretische Physik von heute nieht das Wesen der 
Welle. also der Störungsfelder durehsehaut hat, ist 
die alleemeine Feldtheorie von Einstein. die alle 
Störuneen sieh im Raum-Zeitfelde. ohne ein Mittel. 
im reinen Raume, übertragen läßt. Das ist nur noch 
reine Mathematik.“ Damit fallen auch alle jene 
Foleeruneen der Relativitätstheorie. auf die die 
theoretische Physik mit Grund stolz zu sein elaubht: 
die Herleitune der Äquivalenz von Enereie und 
Masse, die relativistische Deutune der Feinstruktur 
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in der Atomphysik: die auf dem Gebiete der Atom- 
physik erzielten Ergebnisse nennt Verf. in einem 
[früheren Buche („Das Grundgesetz der Wellenfort- 
ptlanzung aus bewegter Quelle in beweertem Mittel) 
eine „Fata morgana mathematischen Denkens“. 
\ber aueh die „phantastische Idee“ der Wellen- 
meehanik ist mit der Wellenkinematik nicht Ver- 
trärlieh. Die bisheriee Wellentheorie wird zwar 
nieht eänzlieh verworfen. es wird ihr aber nur ein 
rewisser praktischer Wert zugebilliet: die „Wirk- 
liehkeiten" gebe sie aber nieht oder nieht riehtiz 
wieder. Dafür erheben sich freilich in der Wellen- 
kinematik Schwieriekeiten bei Fragen. die von der 
bisherieen Theorie einfach und befriedieend zu be- 
antworten waren. So „erklärt die Wellenkinematik 
eine Rückwerfune in einem stetieren Mittel oder 
längs der Grenze zweier stetieer Mittel (Pole. offene 
’feife) für unmöglich. Damit stellt sie die einfachen 
Schwineunes- und Resonanzvoreänee im abee- 
erenzten Mittel als ungelöste, ja scheinbar unlösbare 
’robleme zu ernsthafter Erörterung.“ Um mit der 
kinetischen Gastheorie in Einklanz zu bleiben. be- 
trachtet sie die Gase als trübe Mittel: Schallwellen 
kommen dann dureh die Wechselwirkung zwischen 
materiellen Teilchen und dem überall vorhandenen 
Ather zustande. 

Bei der vom Verf. beklagrten Verständnislosiekeit 
ler theoretischen T’hvsik seinen Anschauungen 
verenlüber dürfte es sich teils um Gründe handeln, 
die praktischer Natur sind und auf der offensicht- 
lichen Bewährung der bisherigen Theorie beruhen: 
teils dürften aber auch Fragen philosophisch-er- 
kenntnistheoretischer Art eine Rolle spielen, so das 
’roblem der Wirkliehkeit, die Fraee nach Wesen 
und Ziel der phvsikalischen Theorien u. a. m.. 
Fragen. zu denen Verf. eine andere Stellune ein- 
nimmt als wohl im alleemeinen die theoretischen 
P’hvsiker von heute, 


Berlin. KB. Mosch. 798 


Dr. FRIEDRICH BÖHM, Prof.a.d. Univ. München, 
Versicherunesmathematik. I. Ele- 
mente der Versicherunersrechnuneg. 
>» vermehrte und verbesserte Aufl. (Sammlune 
(Göschen Nr. 180). 151 S. Berlin und Leipzie 1937. 
Verlae Walter de Gruyter & Co. Preis geb. 
1.6? M. 


Die in zweiter Auflare erscheinende elementare 
Kinführune in die Versicherunesmathematik eibt 
eine Darstellune der 3 Rechnungserundlaren Zins, 
Sterblichkeit und Verwaltungeskosten. Für die ver- 
sehiedenen Versiecherunesformen werden der Netto- 
und Bruttobeitrae sowie das Netto- und Brutto- 
leekuneskapital entwickelt, wobei die Darstellung 
dureh Beispiele und Tabellen zweckmäßir erränzt 
wird. Das Schlußkapitel bringt das Wichtigste über 
die Beitrags- und Deekungskapitalbereehnung für 
lie Versiecherune verbundener Leben. 

Im Vereleieh zur ersten Auflare hat das Bänld- 
chen eine Reihe von wertvollen Erweiteruneen eT- 
fahren. Die Darstellune ist leicht verständlieh und 
setzt nur elementarste mathematische Vorkenntnisse 
voraus. Die Beispiele sind so gewählt, daß der 
l,eser einen euten Überblick über die Größen- 
orılnunz der formelmäßizr entwickeiten Werte ze- 
winnt. Es ist jedoch schade, daß den Berechnungen 
eine veraltete Sterbetafel zurrunde zelert wor- 
len ist. 


Mersebure, Knüfermann 9815 


Dr. €, BOEHM und Dr. E. ROSE, Beiträre 
Deekunesrücklaeren in der Lebens- 
versicherung Versicherunesmathematische 
\ufeabensammlung, herauszereben vom Deutschen 
\ktuarverein. Heft D. XI+75 S. Leipzie und 
Berlin 1937. Verlae B. G. Teubner. Preis kart. 
220 M. 


Dr. ©. BOEHM und Prof. Dr. P. LORENZ in Zu- 
sammenarbeit mit J. STANISZEWSKI, Umwand- 
lune von Lebensversicherungen (Ver- 
sicherunesmathematische Aufgabensammlung, her- 
ausgegeben vom Deutschen Aktuarverein, Heft 2). 
Leipzig und Berlin 1937, Verlag B. G. Teubner. 
P’reis kart. 2,20 M. 


Der größere Teil des ersten Heftes ist der ge- 
mischten Versicherung zewidmet, es werden be- 
handelt Versieherungesangzebote, die Gesamtleistung 
des Versicherungsnehmers, die Nettoleistung (des 
Versicherers, die Berechnung der ausreichenden 
Prämie, der Nettodeckungsrücklage und der gezill- 
merten Decekungsrücklage. Abschließend werden 
diese Berechnungen für andere wiehtiee Versiche- 
rungsformen gebracht. Das zweite Heft behandelt 
ausschließlich Umwandlungen von Lebensversiche- 
rungen, die in der täglichen Praxis der mathema- 
tischen Abteilungen der Lebensversicherungszesell- 
schaften einen breiten Raum einnehmen. Einleiten(d 
veben die Verfasser allgemeine Grund- und Leitsätze 
für die rechnerische Durehführune von Umwanll- 
Jungen. 

Bei sämtlichen Aufgaben, die durchweg der Praxis 
entnommen sind, wird der Gang der Lösung dar- 
eestellt. Sind mehrere Lösungen möglich. so 
stets eine Würdigung der praktischen Brauchbarkeit 
vereben. Die Darstellung setzt geringe Vorkennt- 
nisse, insbesondere keine fest umrissenen Kennt- 
nisse der Versicherunesmathematik voraus. Zum 
Verständnis ist jedoch eine Vertrautheit mit den 
(‚rundtatsachen der Lebensversicherune erforderlieh. 

Die Herausgeber schreiben im Vorwort zum 
ersten Heft, daß die Aufzabensammlung weder ein 
Lehrbuch noch die für jeden Versicherungsmathe- 
matiker notwendige Praxis ersetzen wolle, jedoch 
eine Brücke sein wolle, über die sowohl der Stu- 
dierende wie auch der Praktiker gehen könne, um 
die „andere Seite“ kennen zu lernen. Man kann 
uneineeschränkt sagen, daß dieses Ziel erreicht 
woriden ist. Die beiden Hefte stellen eine wertvolle 
Bereicherunz des versicherunesmathematischen 
Schrifttums dar, das gilt insbesondere von dem 
zweiten Heft, das einen Stoff bringt. der in der vor- 
handenen Literatur so gut wie gar nicht behandelt 
worden ist. 

Merseburg. G.Knüfermann. 827 


Dr. phil. GEORG HAMEL, o. Prof. a. d. Techn. 
Hochschule Berlin. 
Einführune in Lehre und Gebrauch. 
VII + 163 S. m. 1% Abb. i. Text. Berlin 1937, 
Verlag Julius Springer. Preis geb. 12 M. 


Das Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die der 
Verfasser im Außeninstitut der Technischen Hoch- 
schule Berlin gehalten hat. Es richtet sich dement- 
sprechend in erster Linie an Ingenieure und Phv- 
siker, aber auch für den Studenten der Mathematik 
ist das Buch vor allem deshalb gut zu benützen. da 
er aus ihm die ungemein fruchtbare Einwirkung 
der physikalischen Anschauung auf eine mathe- 
matische Theorie kennenlernen kann. Die Freiü- 
holm’sehe und die Sehmidt'sche Theorie sind ziem- 
lieh ausführlich behandelt. Allerdings führt der 
Verfasser die Beweise nur soweit durch. als es zum 
Verständnis wiehtie ist, verweist aber überall zur 
Ergänzung auf die Orieinalliteratur. Über die Hibert- 
sche Theorie der unendlich vielen Veränderlichen 
findet man nur ein kurzes Referat. das aber doch 
hinreichend ist. um das Interesse des Studierenden 
auf diese großartige mathematische Schöpfung zu 
lenken. Unzemein zahlreich sind die Anwendungen, 
auf die der Verfasser hinweist und die er wenigstens 
kurz besprieht. So werden z. B. behandelt: die 
Theorie des Skineffekts. Hilberts Begründung der 
elementaren Strahlunestheorie,. das Schwinzungs- 
problem von Duffing, das Härteproblem von Hertz, 


; 
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die Mathieu’sche Differentialgleichung, ferner ein 
jeispiel aus der Tragflügeltheorie. Die oben ge- 
schilderte Entstehung des Buches wirkt sich in sehr 
vorteilhafter Weise dahin aus, daß der Leser 
nirgends mit ermüdenden Darstellungen geplagt 
wird. Der Zweck eines einführenden Lehrbuches 
wird ja sonst vielfach verkannt. Ein solches Lehr- 
buch kann und soll weder dem, der eine Theorie, 
noch dem, der Anwendungen studieren will, «das 
Durcharbeiten der Originalliteratur ersetzen. Im 
Gegenteil, das Ziel jedes Unterriehtes soll stets 
darauf gerichtet sein, den Lernenden möglichst bald 
zur Originalliteratur zu führen und ihm das Durch- 
arbeiten der Origzinalliteratur zu erleichtern. Diesem 
Grundsatz entspricht das vorliegende Buch in ge- 
radezu beispielgebender Weise. Wenn auch (lie 
Darstellung im allgemeinen nur Bekanntes umfaßt 
und nur gelegentlich Neues bringt, so ist doch ihr 
Erscheinen deshalb sehr zu begrüßen, da der Ver- 
fasser seiner Eigenart entsprechend den Stoff von 
(rund aus durchdacht hat, so daß das Buch eine 
persönliche Note hat. 

Funk. 836. 


ERNST FORADORI, Grundgedanken der 
Teiltheorie 80 8. Leipzig 1937, Verlag >. 
Hirzel. Preis kart. 4,80 M. 

Versuch einer axiomatischen Grundlerung der 
Mengenlehre. 

Hamburg. W. Blaschke. 804 


Dr. KARL DOEHLEMANN, weil. Prof. a. d. 
Techn. Hochseh. München, Dr. HEINRICH TIMER- 
DING, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Braunschweig. 
Projektive Geometrie (Sammlung Göschen, 
Nr. 72). 131 S. m. 37 Fig. Berlin und Leipzig 1937, 
Verlag Walter de Gruyter & Co. Preis geb. 
1,62 M. 

Auch nach der Zusammenziehung des Stoffes in 
ein Bändehen wird der Leser in den Fragenkreis 
und in die Denkweise der projektiven Geometrie 
durch klare und knappe Darstellung gut eingeführt 
und lernt die wesentlichsten Eigenschaften nicht 
nur der ebenen, sondern auch der räumlichen Be- 
ziehungen und Gebilde kennen, die den Grund- 
begriffen der projektiven Geometrie entspringen. 

Dresden. W. Ludwig. 819 


JULIEN MALENGREAU, Essai sur les 
Fondements de la Geometrie Eueli- 
dienne, 311 S. Lausanne 1938. Librairie Payot 
& Cie. Preis 8 Fres. 

Das Buch soll als Einleitung zu einem Werk über 
(‚eometrie dienen, das der Verfasser vorbereitet, 
und baut axiomatisch den elementarsten Raum auf, 
in dem die euklidische Geometrie angewendet wer- 
den kann. Auf Grund von geeigneten Postulaten 
werden Zahlen, Zahlenpaare, Zahlentripel den Punk- 
ten zugeordnet, bzw. als Punkte aufgefaßt: und 
zwar werden nur rationale Zahlen herange- 
zogen. Die Grundlage für den Aufbau der Geraden 
ist eine Kette von Punkten, die aus dem Postulat 
folgt: „Ist ein Punktepaar gegeben, so gibt es einen 
Punkt, der mit dem einen gerebenen Punkte ein 
Punktepaar vom Abstand des gegebenen Paares 
und mit dem anderen zerebenen Punkte ein 
Punktepaar des doppelten Abstandes bildet.“ Die 
(rundlage für den Aufbau der Ebene ist ein in ähn- 
licher Weise gewonnenes rezelmäßiges Dreiecksnetz 
— usf,. Dieser Aufbau erfordert große, bis ins ein- 
zelne dringende Sorgfalt und bedarf zahlreicher De- 
finitionen von Begriffen, die in der allgemeinen 
euklidischen Geometrie nicht auftreten: deshalb ist 
es unmöglich, mit kurzen Worten den Hergang zu 
kennzeichnen. Es sei nur darauf hingewiesen, daß 
die euklidische Geometrie in diesem Raume sieh 
von der allgemeinen euklidischen Geometrie unter- 


scheidet; z. B. spielen in ihr, da das gleichseitige 
Dreieck an erster Stelle steht, die Rechtwinkelig- 
keit und, da sie Geraden, Ebenen usw. verschiede- 
ner Gattungen besitzt, die Bewegung nicht ihre 
überlieferungsmäßigen Rollen. Krst dureh neue 
Postulate und die Hinzunahme der Punkte, die sieh 
durch Quadratwurzeln und in allmähliechem Fortgang 
durch höhere arithmetische Mittel ausdrücken lassen, 
wäre der Übergang zum allgemeinen euklidischen 
Raum durchzuführen. 


Dresien. W. Ludwig. 82) 

EUGEN ROTH, Axiomatische Unter- 
suchungen zur projektiven, affinen 
und metrischen Geometrie (Forschungen 
zur Logik und zur Grundlegung der exakten 
Wissenschaften, neue Folge, unter Mitwirkung von 
W. Ackermann, F. Bachmann, G. Gentzen, A. 
Kratzer, herausgezeb. von Heinrich Scholz, Heft 2). 


58 S. Leipzig 1937, Verlag von S. Hirzel. Preis 
brosch. 2,60 M. 

Der Verfasser knüpft, wie er in der Einleitung 
darlegt, an die Arbeiten von Cayley und Klein an, 
nach denen man die euklidische und die niehteukli- 
dischen Geometrien aus der projektiven Geometrie 
mit Hilfe gewisser projektiv formulierbaren, aber 
projektiv‘ nieht invarianten Begriffsbildungen her- 
leiten kann. Von dem Axiomensystem aus kann 
jedoch durch reine Definitionen unter gleichwertigen 
eeriffsbildungen der genannten Art nicht eine ein- 
zelne auszezeichnet und somit auch nicht eine be- 
stimmte Geometrie festzelert werden. Diese Be- 
obachtunz veranlaßt den Verfasser zur Unter 
suchung noch wenig behandelter, interessanter Fra- 
sen der mathematischen Logik und Grundlagen- 
forschung, 

Dresden. W. Ludwig. 800 

Abstecken und Vermarken von Gleisbogen nach 
dem Winkelbiidverfahren (Nalenz-Höfer-Verfahren) 
Lehrfach h 501. (Deutsche Reichsbahn, Hilfshefte 
für das dienstliche Fortbildungswesen.) XII + 187 >. 
u. 5 Taf. Berlin 1937, Verlag der Verkehrswissen- 
schaftlichen Lehrmittelgesellschaft m. b. H. Preis 
2,20 M. 

Die vorliegende Schrift ist ursprünglich für das 
Unterrichts- und Bildungswesen der Deutschen 
Reichsbahn bestimmt. Sie soll von den bautech- 
nischen und vermessungstechnischen Beamten be- 
nutzt werden. Das „Winkelbild“ eines Geleisbogens 
erhält man (S. 168), „wenn man die am Bogen ge- 
messenen Pfeilhöhen % fortlaufend summiert, die 
Summe mit dem Pfeilhöhenmaßstabe c, malnimmt 
und sie als Ordinaten y von einer geraden (waage- 
rechten oder geneigten) Auftragslinie aus abträgt“. 
Die Darstellung ist, wie man sieht, entsprechenil 
den Zwecken des Buches, sehr breit und elementar. 
Man wird an eine solche Schrift nieht den Maß- 
stab einer wissenschaftlichen Veröffentlichung legen 
dürfen und daher sieh nieht wundern. wenn grund- 
sätzliche Fragen der Geleisabsteekung nicht berührt 
werden. Wenn man z. B. bei Übergangsbögen (die 
Rampe, die zur Überhöhung des äußeren Geleises 
notwendige ist, bei großen Fahrzeschwindiekeiten 
und großen Überhöhungen nicht linear ansteizend, 
sondern „zeschwungen“ ausführt, so schreibt dieses 
Buch über die Gestalt. der Übergangsbögen: 
bildet sie am einfachsten aus zwei quadratischen 
Parabeln.“ Selbst wenn amtlich bei der Reichsbahn 
so verfahren wird, so bleibt es gerade bei hohen 
Fahrgeschwindiekeiten doch wohl nicht unbedenk- 
lich, die Gestalt der Übergangsbogen unabhängie 
von den bei der Fahrt auftretenden Kräften unil 
ohne Berücksichtigung der mechanischen Vorgänge 
bei der Fahrt ledielich nach äußerlichen Gründen 
der „Einfachheit“ zu wählen. 


Berlin. R. Rothe. 795 
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Ferner sind bei der Sechriftleitune folgende 
Bücher einzrerangzen ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


C. CARATHEODORY, Geometrische Optik, 
rgebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 
herausgegeb,. v. d. Schriftleitung des „Zentralblatt 
für Mathematik“. 4. Bd., Heft 5). 104 S. m. 11 Fire. 
Berlin 1957. Verlag von Julius Springer, Preis 
hrosch. 9.090 M. 

Dr. phil. nat. ERWIN MIEHLNICKEL, Höhen- 
strahlung Ultrastrahlung). (Wissen- 
schaftliche Forschungesberiehte. Naturwissenschaft- 
liche Reihe, Bd. 44.) XVI+316 S. m. 69 Abb. 
Dresden und Leipzig 1938, Verlag Steinkopff. Preis 
brosch. 23.50 M. 

FRÄANCESUCO TRICOML, Funzioni Anali- 
tiche (Consiglio Nazionale Delle Rieerche, Mo- 
nografie di Matematieca Applieata, 1936/X1V). VI+ 
110 S. Bolorna 1936, Nicola Zanichelli Editore. 
l’reis 35 Lire. 

FRANCESCO TRICOMIL, Funzioni Ellit- 


tiche (Consielio Nazionale Delle Rieerche. Mono- 


erafie di Matematiea Applieata, Bologna 1937/X\V), 


IN + 274 S. 1937. Nicola Zanichelli Edi- 
tore. Preis 45 Lire. 

Professor Dr.-Ing. P. WERKMEISTER, Prof. 
a. d. Techn. Hochseh. Dresden. Vermessungs- 
kunde Il Stückmessune und Nivellie- 
ren (Sammlung Göschen. Bd. 468). 162 8. Berlin 
und Leipzie 1938, Verlag Walter de Gruyter. Preis 
1.62 M. 

HANS BACHMANN, Tafeln über Abküh- 


lungsvorgänge einfacher Körper 88. 


m. 3 Abb. u. 3 Taf. i. Mappe. Berlin 1938, Verlag 
‚Julius Springer. Preis brosch. 4,50 M. 


Grimsehls Lehrbuch der Physik, neubearb. von 
Professor Dr. R. TOMASCHEK, Direktor d. Phys. 
Inst. d. Techn. Hochsch. Dresden, I. Bd. 2. Teil. 
Materie und Äther, 8 Aufl. VIII + 456 S8. 
m. 3539 Abb. Leipzig und Berlin 1938, Verlag B. G. 
Teubner. Preis geb. 14 M. 

CZUBER-BURKHARDT, Die statistischen 
Forschungsmethoden. Ill. erweiterte Aulfl. 
Herauszereben von F. Burkhardt, Prof. a. d. Univ. 
leipzie. XVI+330 S. m. 38 Fig. i. Text. Wien 
1938. Verlag L. W. Seidel & Sohn. Preis zeb. 
13.50 M. 

Prof. Dr. HERMANN SCHUBERT, Vierstel 
liee Tafeln und Gegeentafeln, für log- 
arıithmisches und trigonometrische 
Rechnen in zwei Farben zusammen- 
vestellt. Neue Ausgabe von Dr. Robert 
Haußner,. o. ö.Prof.a.d. Univ. Jena (Sammlung 
(öschen, Bd. 81). 175 S. Berlin u. Leipzig 1938, 
Verlag Walter de Gruyter & Co. Preis geb. 1,62 M. 

Dr. Ing. habil. KARL KLOTTER, Dozent a. d. 
Teehn. Hochsehule Karlsruhe, Einführung in 
die teehnische Schwingungeslenre. 
Bd. I. Einfache Schwinger VI1l-+ 206 >. 
m. 208 Abb. i. Text. Berlin 1938, Verlag Julius 
Springer, Preis brosch. 15 M. 

I. PESONEN, Messung der Basis Bala- 
schov in Rußland, im Jahre 1935 (Baltische 
GGeodätische Kommission, Sonderveröffentlichung 
\r. 7). 16 8. Helsinki 1938, Verlag Osakeyhtiö 
Weilin & Göös, Aktiebolag. 

Dr.-Ing. ERNST BITTNER, Momententafeln 
und Eınflußflächen für kreuzweise 
bewehrte Eisenbetonplatten. IV+ 
S6 S. m. 16 Abb. u. 81 Zahlentafeln. Wien 1938. 
Verla@x Julius Springer. Preis brosch. 9,60 M. 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik u. Mechanik. 
Hauptversammlung 1938. 

Die Hauptversammlung und wissenschaftliche Ta- 
eune der Gamm findet im Oktober 1938 in Göt- 
tinzen statt. Die Teilnehmer am 5. Internationalen 
Kongreß für angewandte Mechanik, der vom 12. bis 
16. September d. J. in Cambridge (Mass.) statt- 
findet werden zusammenfassende Berichte 
statten. Außerdem werden von Mitgliedern der 
(Gesellschaft einige größere Vorträge gehalten wer- 
den: kleinere Vorträrze sind nur erwünscht, wenn 
sie von besonderer Bedeutung sind. Da die Gamm 
in diesem ‚Jahre die Feier ihres fünfzehnjährigen 
Bestehens begeht, hofft die Geschäftsleitung, daß 
die Göttinger Tarunz einen besonderen Höhepunkt 
in der Reihe ihrer wissenschaftlichen Veranstaltun- 
een bedeuten wird. 

Nähere Mitteilungen erfoleen im August-Heft 
dieser Zeitschrift.  Vortragsanmeldungen werden 
bis zum 31. August 1958 an den Geschäftsführer der 
Gesellschaft, Prof. Dr.-Ing. C. Weber, Dresden- 
\. 16, Hindenburgufer 15. erbeten. 

Die Gamm wird sich an der Deutschen Physiker- 
und Mathematikertagung, die vermutlich im Sep- 
tomber 1935 stattfinden wird, beteiligen, jedoch 
keine eizene Vortragsfolge aufstellen. 

Ortsgruppe Berlin. 

In den von der Berliner Ortsgruppe der GAMM 
in diesem ‚Jahre bisher veranstalteten Sitzungen 
sprachen: 


1) s, ZAMM Bad. 17 (1937) S. 6? und S. 379. 


am 3. Februar Hr. Prof. Dr. W. Kucharski- 
Berlin .Zur Theorie der Ringfedern“, 

am 17. Februar Hr. Prof. Dr. A. Klose-Berlin 
über „Räumliche Potentialströmung“, 

am 30. März Hr. Prof. Dr. G. Hamel-Berlin 
iiber .„„Nieht-holonome Systeme der Mechanik“, 

am 7. April Hr. Dr. K. Klotter-Berlin über 
die „Theorie der Reibungsschwingzungsdämpfer“ 

und am 27. April Hr. Dipl.-Ing. Kromm - Berlin 
über .„Kniekung von Platten mit einseitigen 
Rippen“. 

Die Sitzungen am 30. März und am 27. April 
wurden wzemeinsam mit der Berliner Mathemati- 
schen Gesellschaft abzehalten. 


Persönliches. 

Der Herausgeber der Zeitschrift für Technische 
Physik, Hr. Dr. W.Hort. 0. Prof. a. d. Technischen 
Hochschule Berlin, vollendete am 20. März das 
seehzieste Lebensjahr. 

Hr. Dr.-Ing. Hermann Scehlichtinz-Friedrichs- 


hafen wurde zum ord. Prof. für Maschinenwesen., 


insbesondere Fluzmechanik. an der Technischen 
Hochschule Braunschweig ernannt. 

„lit Wirkung ab 1. April 1958 ist der Dozent Dr.- 
Ing. habil. Ulrieh Graf von der Technischen Hoch- 
schule Charlottenburg als beamteter a. o. Proiessor 
auf den Lehrstuhl für Geometrie der Technischen 
Hochschule Danzig berufen. 

Hr.Dr. A. Kneschke,. Dozent a. d. Technischen 
Hochschule Dresden. wurde zum n.b.a.o. Professor 
ernannt. 


Für den Textteilverantwortlich: Professor Dr. Fr. A.Willers, Dresden-A.20, Dorotheenstr. 1?. - 
Druck von A. W. Ziekfeldt, Osterwieck am Harz. 
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mit Sprachkenntnissen wird für Spezial- Die Chronik der Technik. DIN A 5, 812 Seiten. 


1938. Broschiert RM 3.50 (VDI-Mitgl. RM 3.15). 
aufgabe gesucht. Zugehörigkeit zur 
NSDAP ist ne Das kürzlich erschienene VDI-Jahrbuch 1988, 


i 5 ingen, umfaßt mit rd. 100 Berichten über 

Angebote mit Lebenslauf, Lichtbild und die einzelnen Fachgebiete das gesamte tech- 
Zeugnisabschriften werden erbeten unter nische Geschehen des Jahres 1937. Die Be- 
arbeitung der einzelnen Beiträge durch an- 
1 7156 an den Verlag dieser Zeitschrift. erkannte Fachleute gewährleistet, daß jeder 
(ZAMM 85) Fortschritt aufgezeigt und vermerkt wird. 

Der Benutzer des Jahrbuches kann sich mit 

Hilfe der in den 4400 Randnoten aufgeführten 
etwa 10000 Schrifttumstellen in das Studium 


jeder Sonderfrage vertiefen. Ein Sachver- 
zeichnis mit rd. 3000 Wortstellen erschließt 
lexikonartig den Inhalt des Jahrbuches. Neben 
einer Rückschau auf die technisch bedeut- 
samen Ereignisse des Jahres 1937 und einer 
Vorschau auf Gedenktage des Jahres 1938 ist 
als begrüßenswerte Neuerungein den einzelnen 


DIE NS-ShweRernRetionen Abschnitten angefügter Überblick über die 


neuesten Bucherscheinungen zu erwähnen. 


i Wer die Jahrbücher noch nicht kennt, möge 
beitcag zur NSD. | durch diese Kennzeichung ihrer Vorzüge 

} veranlaßt werden, sich dieses wertvollen 
Arbeitsmittels zu bedienen. 
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Um- und Abbestellungen sind zweckmäßig stets dorthin zu richten, wo die Bestellung aufgegeben wurde. 


Bei Zuschriften und Zahlungen wird um genaue Angabe der vollständigen Anschrift und des Verwendungs- 
zweckes gebeten, da nur dadurch Verwechslungen und Lieferstörungen vermieden werden. 


Satzspiegel der %/, Seite 171/250 mm. 
B. Anzeigenpreise :, sc. eu, 21,, u, 1a, Seite anteilig. 
Nachlaß: bei 3maliger Aufnahme im Jahr 3 vH, bei 6maliger Aufnahme im Jahr 5 vH. 
Aufschläge für Vorzugsplätze na>h vorheriger Vereinbaruag laut Tarif. Erfüllungsort für beide Teile Berlin-Mitte. 


VDI-VERLAG G. M. B. H., BERLIN NW 7, DOROTHEENSTR.; 40 


Fernsprecher: Sammel-Nr. 116171. Postscheckkonto: Berlin 102373, Wien 174439, Prag 773%, Budspest 59951, 

Warschau 194372. Bankverbindungen: Dresdner Bank, Depositen-Kasse 65, Berlin SW 19, Wallstr. 5 bis 8. — Deutsche 

Bank, Stadtzentrale Abt. A, Berlin W 8, Mauerstraße 26/27. Drahtanschrift: Ingenieurverlag. Geschäftszeit: 
Montag bis Freitag 748 bis 163° Uhr, Sonnabend 745 bis 1230 Uhr. 
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